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Resumo O esta´gio teve por base analisar o processo produtivo da Pre´build
Alum´ınios, S.A., de modo a identificar operac¸o˜es que causem constran-
gimentos na linha de produc¸a˜o e simultaneamente sejam suscet´ıveis de
ser otimizadas. Nesse sentido foi identificada a operac¸a˜o de envelheci-
mento que inclui o recurso ao forno de envelhecimento. Sa˜o discutidos
dois problemas de otimizac¸a˜o que correspondem a pra´ticas diferentes
de envelhecimento. Para cada problema sa˜o apresentadas formulac¸o˜es
em programac¸a˜o inteira mista. Sa˜o apresentados exemplos baseados
em dados reais e as respetivas instaˆncias sa˜o resolvidas usando um
software de otimizac¸a˜o.

keywords Aluminium extrusion, Optimization, Integer programming, Ageing
ovens.
Abstract The internship aimed at analyze the production process of Pre´build
Alum´ınios, S.A., in order to identify operations causing constraints on
the flow of the extrusion process and that can be optimized. The ageing
operation including the use of the oven ageing was identified as having
relevant roll in the extrusion process. Two optimization problems, that
correspond to different aging practices, are discussed. For each problem
a formulation in mixed integer programming is presented. Examples
based on real data are presented and the corresponding instances are
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Hoje em dia, para que as empresas sejam eficazes, e´ preciso gerir eficientemente a sua
produc¸a˜o. Devido a` evoluc¸a˜o das condic¸o˜es de competitividade econo´mica nos mercados e
a globalizac¸a˜o, a gesta˜o da produc¸a˜o e´ o epicentro na estrate´gia de uma empresa.
Face a` globalizac¸a˜o dos mercados, os clientes ficam cada vez mais exigentes o que induz
a uma concorreˆncia fort´ıssima entre empresas. As empresas sa˜o forc¸adas a otimizar os seus
recursos, a ter uma qualidade dos seus produtos acima da me´dia, maior efica´cia e eficieˆncia,
e a prazos de entrega curtos que sejam cumpridos.
Para que tal acontec¸a, e´ necessa´rio, e.g, melhorar internamente o processo de produc¸a˜o,
i.e, elaborar um planeamento e controlo de produc¸a˜o eficaz.
O planeamento de produc¸a˜o visa planear a aquisic¸a˜o de recursos e de mate´ria-prima,
assim como planear as atividades inerentes a` produc¸a˜o, i.e., a` transformac¸a˜o da mate´ria-
prima em produto acabado que satisfac¸a a procura dos clientes de forma mais eficiente e
econo´mica. Para que tal acontec¸a e´ necessa´rio haver uma interac¸a˜o forte entre todas as
a´reas da empresa.
No contexto industrial, os problemas abordados neste aˆmbito esta˜o relacionados com as
deciso˜es a tomar sobre o tamanho dos lotes de produc¸a˜o dos variados itens a ser fabricados
ou transformados, o momento em que sa˜o produzidos, a ma´quina ou fila de produc¸a˜o onde
a produc¸a˜o deve ter lugar, ou ainda, o sequenciamento destes.
Consequentemente, o objetivo do planeamento de produc¸a˜o e´ tomar deciso˜es de es-
trate´gia/planeamento que otimizam os objetivos econo´micos, como a minimizac¸a˜o de cus-
tos e/ou a maximizac¸a˜o de lucros, tendo em conta a satisfac¸a˜o do cliente. Para tal, os
sistemas de planeamento e controlo de produc¸a˜o esta˜o, a cada dia que passa, mais sofisti-
cados de forma a que se aumente a produtividade e a flexibilidade da produc¸a˜o.
Este relato´rio surge do esta´gio final no curso de Mestrado em Matema´tica e Aplicac¸o˜es
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proposto pela empresa Pre´build Alumı´nios, S.A., uma empresa nacional de extrusa˜o de
alumı´nio. O esta´gio teve como objetivo a identificac¸a˜o de problemas de otimizac¸a˜o que
ocorrem no planeamento de produc¸a˜o e o respetivo estudo. Este estudo centrou-se na mi-
nimizac¸a˜o da utilizac¸a˜o do forno de envelhecimento.
No segundo cap´ıtulo, e´ feita uma descric¸a˜o da empresa onde se realizou o esta´gio cur-
ricular.
No terceiro cap´ıtulo sa˜o revistos alguns problemas que ocorrem no processo produtivo
da extrusa˜o de alumı´nio e que foram abordados por um ponto de vista matema´tico.
No quarto cap´ıtulo e´ feita uma breve descric¸a˜o do trabalho desenvolvido na empresa
ao longo do esta´gio.
No quinto cap´ıtulo sa˜o descritos os problemas de otimizac¸a˜o que ocorrem na utilizac¸a˜o
do forno de envelhecimento. Sa˜o introduzidos dois modelos de programac¸a˜o inteira mista
e sa˜o apresentados exemplos.
No sexto cap´ıtulo sa˜o apresentados alguns exemplos baseados em dados reais.




Neste cap´ıtulo e´ feita a descric¸a˜o da empresa onde foi realizado o esta´gio curricular. E
tambe´m e´ feito uma descric¸a˜o do processo produtivo.
2.1 Apresentac¸a˜o
A Pre´build Alumı´nios, S.A., e´ uma empresa nacional de extrusa˜o de perfis de alumı´nio
para aplicac¸a˜o na arquitetura e indu´stria, que surge da aquisic¸a˜o, em Junho de 2010,
da Extruverde - Extrusa˜o de Alumı´nios, S.A., por parte do Grupo Pre´build. A empresa
encontra-se localizada na Zona Industrial da Mota, Gafanha da Encarnac¸a˜o [12].
A sua missa˜o tem por base a criac¸a˜o de valor para os clientes, consolidada pela com-
peteˆncia te´cnica e pela prestac¸a˜o de um servic¸o interessado e de qualidade, proporcionando
um retorno sustentado para a empresa e o seu meio envolvente. Esta missa˜o e´ sustentada
pelo seu Sistema de Gesta˜o de Qualidade, com base na norma NP EN IS0 9001, e Certifi-
cado de Conformidade PT 04 1099, que garante e reconhece a qualidade dos seus produtos.
2.1.1 Organizac¸a˜o e Servic¸os
A produc¸a˜o trabalha a treˆs turnos e produz por prestac¸a˜o de servic¸o para as extrusoras
ibe´ricas, denominadas nesta dissertac¸a˜o por E e C, encomenda de clientes e, pontualmente,
tambe´m produz para stock.
Organizac¸a˜o









De seguida fazer-se-a´ a descric¸a˜o de cada uma destas secc¸o˜es que obedecem a um
procedimento, definido pelo Sistema de Gesta˜o da Qualidade, sendo ajustado atrave´s de
reunio˜es intercalares com os chefes de cada secc¸a˜o.
Secc¸a˜o de Planeamento Apo´s a recec¸a˜o das encomendas por parte dos clientes, o
Sistema de Apoio ao Cliente (SAC) da´ seguimento das encomendas para a Secc¸a˜o de Pla-
neamento.
Por sua vez, a Secc¸a˜o de Planeamento e´ responsa´vel por fazer a planificac¸a˜o da produc¸a˜o
efetuando as ordens de fabrico dos perfis pedidos e o planeamento das matrizes e ferra-
mentas necessa´rias.
Esta secc¸a˜o e´ fundamental pois e´ aqui que se planeia toda a cadeia da linha de produc¸a˜o
e se organizam as ordens de fabrico consoante a tipologia do perfil.
Secc¸a˜o das Matrizes A secc¸a˜o das Matrizes e´ uma secc¸a˜o importante para a extrusa˜o
pois garante o sucesso da produc¸a˜o.
Apo´s a recec¸a˜o de novas matrizes, a secc¸a˜o e´ responsa´vel por elaborar testes, correc¸o˜es e
retoques para que estas fiquem operativas e consequentemente aptas para produzir.
Esta secc¸a˜o tambe´m garante que as matrizes existentes estejam limpas e operativas para
que o perfil pedido na encomenda possa ser produzido.
Para aumentar o seu tempo de vida a matriz recebe um tratamento superficial de ni-
trurac¸a˜o.
Secc¸a˜o de Extrusa˜o Esta secc¸a˜o e´ responsa´vel por garantir que o processo de extrusa˜o
decorra da melhor forma poss´ıvel. Consequentemente, o operador e´ auxiliado pelo pro-
grama da prensa de extrusa˜o que fornece toda a informac¸a˜o necessa´ria, relativamente aos
paraˆmetros necessa´rios para satisfazer a Ordem de Fabrico bem como os controlos (dimen-
sional - fora de quotas; e visual - com bolhas) a serem efetuados.
Apo´s a extrusa˜o, o perfil extrudido e´ esticado, cortado, de acordo com o comprimento
solicitado pelo cliente. De seguida e´ colocado em cestos, passando para o tratamento de
envelhecimento artificial, no forno de envelhecimento, ou tratamento de envelhecimento
natural a` temperatura ambiente.
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Secc¸a˜o de Embalagem/Expedic¸a˜o e Secc¸a˜o de Poliamida A Secc¸a˜o de Embala-
gem/Expedic¸a˜o controla a dureza do perfil apo´s o envelhecimento deste. Aqui os perfis sa˜o
protegidos por um filme manualmente.
Caso os perfis sejam da empresa C, o processo termina e sa˜o expedidos para Espanha.
Se os perfis forem de encomendas de clientes ou da empresa E o processo de embalagem
continua e sa˜o embalados em carta˜o ou pla´stico (e o processo da empresa E termina).
Esta secc¸a˜o tambe´m e´ responsa´vel por separar os perfis de acordo com as necessidades do
cliente. Se a vontade do cliente for anodizar ou lacar, o perfil e´ expedido para uma outra
empresa especializada e, por vezes, volta para ser novamente separado e expedido para o
cliente.
No caso da encomenda se tratar de um perfil com rutura te´rmica ou ser um perfil rasgado,
os perfis passam para a secc¸a˜o de Poliamida que faz o cravamento dos perfis, isto e´, a unia˜o
de dois perfis de alumı´nio por poliamida, permitindo um isolamento te´rmico e acu´stico.
Ale´m da cravac¸a˜o existe o rasgo do perfil, neste caso o perfil e´ furado, e tambe´m ha´ en-
comendas que exigem que o perfil seja cortado em dimenso˜es mais pequenas pequenas e
furado, como as abrac¸adeiras. Terminando esta tarefa os perfis sa˜o embalados, separados
e expedidos.
Secc¸a˜o de Manutenc¸a˜o A secc¸a˜o de Manutenc¸a˜o, composta por um mecaˆnico e um
eletricista, garante que as ma´quinas funcionem regularmente, sem quebras de produc¸a˜o e
de qualidade, evitando as anomalias inerentes ao desgaste do equipamento. Sempre que
seja poss´ıvel, esta secc¸a˜o implementa melhorias nos equipamentos existentes.
No in´ıcio de cada ano, a secc¸a˜o elabora um plano anual de manutenc¸a˜o, onde se planeiam
todas as ac¸o˜es de manutenc¸a˜o preventiva e preditiva, de todos os equipamentos existentes
na Pre´build Alumı´nios.
Servic¸os
Desde Fevereiro de 2016, a empresa presta servic¸os a dois grupos de Extrusa˜o, empresa
C e empresa E. Esta prestac¸a˜o e´ feita em moldes diferentes. Para a empresa C tudo o
que entra de bilete sai em forma de perfil, amostras, sucata e limalha; e a manutenc¸a˜o das
matrizes fica a cargo da empresa C. Relativamente a` empresa E, a prestac¸a˜o e´ feita da
seguinte forma: a manutenc¸a˜o das matrizes e´ feita pela secc¸a˜o de Matrizes da Pre´build e
o bilete que entra so´ sai na forma de perfil, ou seja o pagamento por parte da empresa E
e´ feito em forma de perfil, sucata e limalha.
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2.2 Alumı´nio
O alumı´nio e´ a mate´ria-prima da Pre´build Alumı´nios. Este metal e´ relativamente re-
cente. Foi descoberto em 1827 por Friedrich Wo¨hler1, mas foi so´ a meados do se´culo XX
que foi usado na indu´stria. O Alumı´nio tambe´m e´ o metal mais abundante da crosta ter-
restre (8.07%) que a` temperatura ambiente se encontra na forma so´lida. Na natureza, o
alumı´nio surge combinado com outros elementos, tais como, o ferro, o oxige´nio e o sil´ıcio. A
elevada afinidade do alumı´nio com o oxige´nio, origina a formac¸a˜o de um composto qu´ımico
designado por alumina. Por sua vez, a alumina aparece na crosta terrestre incorporada
num mine´rio designado por bauxite, que conte´m um elevado teor de alumina, entre 35% e
45%. O bauxite encontra-se sobretudo em pa´ıses tropicais e subtropicais da A´frica, A´sia,
Ame´rica do Sul e Austra´lia, embora existam tambe´m algumas minas na Europa. Uma
excecional combinac¸a˜o de propriedades, faz do alumı´nio um dos mais versa´teis materiais
utilizados na engenharia, arquitetura e indu´stria em geral.[11, 13]
As caracter´ısticas principais do alumı´nio sa˜o: a baixa densidade, a boa resisteˆncia a`
corrosa˜o atmosfe´rica, o ponto de fusa˜o moderado que permite a obtenc¸a˜o de ligas, a elevada
condutibilidade ele´trica e te´rmica, o bom poder refletor, na˜o ser to´xico e ser recicla´vel. O
ciclo de vida do alumı´nio e´ descrito na figura 2.1.
Figura 2.1: Ciclo de vida do alumı´nio (imagem retirada de [13])
2.2.1 Ligas de Alumı´nio
O alumı´nio tem uma baixa resisteˆncia mecaˆnica e na˜o pode ser usado diretamente em
aplicac¸o˜es onde a resisteˆncia a` deformac¸a˜o e a` fratura sejam fundamentais. Consequen-
temente, sa˜o adicionados outros elementos, em pequenas percentagens, que melhoram a
sua resisteˆncia mecaˆnica, sem detrimento de outras propriedades, dando origem a`s ligas de
alumı´nio. As diferentes combinac¸o˜es poss´ıveis entre o alumı´nio e os elementos de liga teˆm
1Friedrich Wo¨hler foi um qu´ımico alema˜o que conseguiu sintetizar o alumı´nio
http://www.chemistryexplained.com/Va-Z/W-hler-Friedrich.html
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permitido o desenvolvimento de novas ligas.
O desenvolvimento das ligas de alumı´nio associado a avanc¸os tecnolo´gicos do processo
de extrusa˜o, possibilitam a produc¸a˜o de uma grande variedade de perfis, que abrangem
quase todas as a´reas de aplicac¸a˜o no campo da indu´stria e da arquitetura.
A Pre´build Alumı´nios produz perfis nas ligas da se´rie 6xxx, cujos principais elementos
de liga sa˜o o sil´ıcio e o magne´sio. Estas ligas sa˜o envelhecidas termicamente, o que significa
que podem ver as suas propriedades mecaˆnicas melhoradas atrave´s de ciclos de tratamento
te´rmico apropriados.
A empresa trabalha essencialmente com as seguintes ligas:
• Liga EN AW-6060 [Al MgSi]: Esta liga oferece me´dia resisteˆncia e e´ fa´cil de extrudir,
mesmo para perfis complicados. Esta e´ uma das ligas mais usadas em processos de
extrusa˜o, principalmente em aplicac¸o˜es onde se pretendem propriedades mecaˆnicas
moderadas, em simultaˆneo com uma boa resposta a` anodizac¸a˜o. Apresenta uma boa
resisteˆncia a` corrosa˜o e boas carater´ısticas de soldabilidade. E´ usada em perfis de
construc¸a˜o, sobretudo em caixilharia, na indu´stria automo´vel e indu´stria em geral.
Esta liga apresenta boa conformabilidade na condic¸a˜o T4.
• Liga EN AW-6061 [Al Mg1Si Cu]: E´ considerada uma liga de me´dia resisteˆncia e
e´ usada sobretudo em aplicac¸o˜es que combinam resisteˆncia mecaˆnica com boa re-
sisteˆncia a` corrosa˜o. E´ praticamente inexistente a suscetibilidade de corrosa˜o por
tensa˜o. A liga EN AW-6061 oferece uma alta resisteˆncia e excelentes caracter´ısticas
de unia˜o. Aplicac¸o˜es t´ıpicas desta liga incluem componentes para indu´stria automo´vel
e de transportes, indu´stria em geral, componentes para ma´quinas, entre outras. Esta
liga oferece boas caracter´ısticas de acabamento e responde bem a anodizac¸a˜o. Em
particular, apresenta excelente resposta a anodizac¸a˜o dura. A teˆmpera T4 oferece
boa formabilidade por recalque a frio e dobramento. A liga e´ facilmente soldada e
unida por va´rios me´todos comerciais. Se a liga for tratada termicamente com uma
teˆmpera T6, a resisteˆncia pode ser reduzida na regia˜o de solda.
• Liga EN AW-6063 [Al Mg0.7Si]: E´ bastante semelhante a` liga 6060, mas com propri-
edades mecaˆnicas superiores. Esta e´ uma das ligas mais populares da se´rie 6xxx, pois
oferece boa extrusa˜o e uma alta qualidade no acabamento superficial. Em condic¸o˜es
de tratamento te´rmico, a liga oferece boa resisteˆncia a` corrosa˜o em geral, incluindo
a corrosa˜o por tensa˜o. E´ facilmente soldada por diferentes me´todos convencionais.
Por ser uma liga trata´vel termicamente, sua resisteˆncia pode ser diminu´ıda na regia˜o
de solda. A selec¸a˜o de uma liga meta´lica adequada para preenchimento e solda de-
pende das caracter´ısticas de solda desejadas. A liga e´ frequentemente utilizada em
aplicac¸o˜es ele´tricas nas condic¸o˜es de teˆmperas T5 e T6, devido a sua boa condutivi-
dade ele´trica. A anodizac¸a˜o e´ considerada um excelente revestimento para a teˆmpera
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T5 como acabamento fosco. Devido a` sua versatilidade, e´ usada em aplicac¸o˜es diver-
sificadas na indu´stria automo´vel e de transportes, e na indu´stria em geral.
As tabelas 2.1 e 2.2 apresentam as composic¸a˜o qu´ımica (de acordo com a Norma Por-













min 0.30 0.10 – – 0.35 – – – – –
restante
max 0.60 0.30 0.10 0.10 0.60 0.05 0.15 0.10 0.05 0.15
EN AW-6061
min 0.40 – 0.15 – 0.8 0.04 – – – –
restante
max 0.80 0.70 0.40 0.15 1.2 0.35 0.25 0.15 0.05 0.15
EN-AW 6063
min 0.20 – – – 0.45 – – – – –
restante
max 0.60 0.35 0.10 0.10 0.90 0.10 0.10 0.10 0.05 0.15



















EN AW-6060 2700 585-650 28-34 200-220 23.4 ∼70
EN AW-6061 2700 585-640 22-30 170-200 23 ∼70
EN AW-6063 2700 585-650 28-34 200-220 23.4 ∼70
Tabela 2.2: Propriedades f´ısicas das Ligas de Alumı´nio EN AW-6060, EN AW-6061 e EN AW-6063 (valores aproximados
para 20oC)
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E´ ainda poss´ıvel a produc¸a˜o de outras ligas e Estados Metalu´rgicos especiais (Teˆmperas),
de acordo com a especificac¸a˜o do cliente, e quando solicitados por este.
Associada a`s ligas esta˜o as teˆmperas. Antes de se definirem os estados das teˆmperas,
ir-se-a˜o definir conceitos2 que sa˜o usados nestas, tais como:
Deformac¸a˜o a frio: Deformac¸a˜o pla´stica do metal a uma temperatura e a uma
velocidade tais que o metal endurec¸a.
Encruamento: Modificac¸a˜o da estrutura do metal associada a` deformac¸a˜o a
frio que se traduz num aumento da resisteˆncia mecaˆnica e da
dureza com uma diminuic¸a˜o da ductilidade.
Solubilizac¸a˜o: Tratamento te´rmico que consiste em aquecer os produtos a
uma temperatura apropriada, manteˆ-los a essa temperatura
durante um tempo suficientemente longo para permitir aos
constituintes entrar em soluc¸a˜o so´lida e arrefeceˆ-los rapida-
mente para conservar os constituintes em soluc¸a˜o.
Envelhecimento: Precipitac¸a˜o a partir de uma soluc¸a˜o so´lida sobressaturada
de que resulta a alterac¸a˜o das propriedades da liga, a qual se
produz lentamente a` temperatura ambiente (envelhecimento
natural ou maturac¸a˜o) e mais rapidamente a temperatura ele-
vada (envelhecimento artificial ou revenido).
Recozimento: Tratamento te´rmico destinado a amaciar o metal por eli-
minac¸a˜o do encruamento ou por coalesceˆncia dos precipitados
formados a partir da soluc¸a˜o so´dida.
Os diferentes estados metalu´rgicos (teˆmperas) baseiam-se na sequeˆncia dos tratamen-
tos de base utilizados. Os limites das propriedades mecaˆnicas aplicam-se a`s combinac¸o˜es
individuais de liga-estado-produto.
As designac¸o˜es dos estados metalu´rgicos de base sa˜o constitu´ıdas por letras, e no caso
de haver subdiviso˜es dos estados base, sera˜o indicados por um ou mais d´ıgitos a seguir a`
letra do estado base.
Para a liga EN AW-6060 aconselha-se o uso dos estados metalu´rgicos (teˆmperas) T4,
T5, T6 e T66. Na liga EN AW-6061 as teˆmperas T4 e T6. E para a liga EN AW-6063
aconselham-se as teˆmperas T4, T5, T6 e T66. Note-se que ainda sa˜o poss´ıveis outros esta-
2texto integralmente retirado de [6]
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dos se o cliente desejar outras propriedades mecaˆnicas. De seguida, definem-se os estados
metalu´rgicos e as suas subdiviso˜es: 3
Estados Definic¸o˜es
F Bruto de fabricac¸a˜o. Esta designac¸a˜o aplica-se aos produtos resultantes
de um processo de enformac¸a˜o no qual na˜o e´ aplicado qualquer meio de
controlo particular das condic¸o˜es te´rmicas ou de encruamento. Na˜o se
especificam limites das caracter´ısticas mecaˆnicas para este estado.
O Recozido. Esta designac¸a˜o aplica-se aos produtos que sa˜o recozidos para
obter o estado cuja resisteˆncia mecaˆnica e´ mı´nima.4 (. . . )
H Encruado: Esta designac¸a˜o aplica-se aos produtos submetidos a uma
deformac¸a˜o a frio apo´s recozimento (ou apo´s enformac¸a˜o a quente); ou
a` combinac¸a˜o de uma deformac¸a˜o a frio com um recozimento parcial ou
com um recozimento de estabilizac¸a˜o, a fim de obter as caracter´ısticas
mecaˆnicas especificadas.
(. . . )
T Tratado termicamente para obter um estado esta´vel diferente de F, O ou
H: Esta designac¸a˜o aplica-se aos produtos tratados termicamente com ou
sem encruamento suplementar para obter um estado esta´vel. A letra T e´
sempre seguida de um ou mais d´ıgitos que indicam a sequeˆncia espec´ıfica
dos tratamentos.
(. . . )
T4 Solubilizado e envelhecido naturalmente ate´ a` obtenc¸a˜o de um estado pra-
ticamente esta´vel. Esta designac¸a˜o aplica-se aos produtos que na˜o sofrem
encruamento apo´s solubilizac¸a˜o ou para os quais o efeito de encruamento
associado ao aplanamento ou ao endireitamento na˜o afeta os limites das
caracter´ısticas mecaˆnicas.
3texto integralmente retirado de [6]
4Os produtos que, apo´s uma enformac¸a˜o a quente, apresentam as propriedades requeridas para o estado
recozido, podem ser acompanhadas pelo estado O.
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T5 Arrefecido apo´s um tratamento de enformac¸a˜o a quente e depois enve-
lhecido artificialmente. Esta designac¸a˜o aplica-se aos produtos que na˜o
sofrem encruamento apo´s arrefecimento praticado a seguir a uma en-
formac¸a˜o a quente ou para os quais o efeito de encruamento associado ao
aplanamento ou ao endireitamento na˜o afeta os limites das caracter´ısticas
mecaˆnicas.
T6 Solubilizado e depois envelhecido artificialmente. Esta designac¸a˜o aplica-
se aos produtos que na˜o sofrem encruamento apo´s solubilizac¸a˜o, ou para
os quais o efeito de encruamento associado ao aplanamento ou endireita-
mento na˜o afeta os limites das carater´ısticas mecaˆnicas.
(. . . )
TX6 Nu´mero 6 depois de T5 ou T6. Este nu´mero pode ser utilizado para
indicar um n´ıvel de caracter´ısticas mais elevado que um T5 ou T6 res-
petivamente, obtido por um controlo especial do processo.
(. . . )



















T4 e ≤ 25 60 120 16 14 45
T5
e ≤ 5 120 160 8 6 55
5 < e ≤ 25 100 140 8 6 50
T6
e ≤ 3 150 190 8 6 65
3 < e ≤ 25 140 170 8 6 60
T66
e ≤ 3 160 215 8 6 70
3 < e ≤ 25 140 195 8 6 65
EN AW-6061
T4 e ≤ 25 110 180 15 13 65
T6
e ≤ 5 240 260 9 7 85
5 < e ≤ 25 240 260 10 8 85
EN AW-6063
T4 e ≤ 25 65 130 14 12 45
T5
e ≤ 3 130 175 8 6 55
3 < e ≤ 25 110 160 7 5 50
T6
e ≤ 10 170 215 8 6 65
10 < e ≤ 25 160 195 8 6 60
T66
e ≤ 10 200 245 8 6 75
10 < e ≤ 25 180 225 8 6 70
*Para diferentes espessuras de parede de um dado perfil, os valores mais baixos das propriedades devem ser considerados va´lidos para todo
o perfil da secc¸a˜o transversal.
Tabela 2.3: Propriedades f´ısicas das Ligas de Alumı´nio EN AW-6060, EN AW-6061 e EN AW-6063
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Ale´m da dureza de Brinell existem outros tipos de dureza. Na Pre´build Alumı´nios,S.A
utiliza-se um duro´metro que mede a dureza Webster. A seguinte figura 2.2 ilustra os
diferentes tipo de liga e suas diferentes durezas:
Figura 2.2: Ligas de alumı´nio e suas durezas (retirado dos arquivos da Pre´build)
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2.3 Processo Produtivo
”O processo produtivo so´ existe, se existir mate´ria-prima”5. Esta mate´ria-prima e´ for-
necida sob a forma de cilindros de liga de alumı´nio - AlMgSi - denominados por bilete
(tarugo ou lingote). (figura 2.3)
Figura 2.3: Mate´ria-prima (bilete)
Ale´m da mate´ria-prima, outra ferramenta indispensa´vel no processo de extrusa˜o sa˜o as
matrizes (figura 2.4). Estas sa˜o blocos de ac¸o, com um ou mais orif´ıcios, so´lidos e resisten-
tes onde cada orif´ıcio da´ forma ao perfil desejado.
Figura 2.4: Matriz
O processo base da Pre´build Alumı´nios e´ o processo de extrusa˜o de alumı´nio que e´
um processo de conformac¸a˜o mecaˆnica onde o bilete e´ sujeito a uma deformac¸a˜o pla´stica
e quente. Esta deformac¸a˜o e´ resultante da resisteˆncia imposta pela matriz a` passagem do
5palavras do eng. Paulo Simo˜es
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metal.
De seguida ir-se-a´ apresentar, mais detalhadamente, o processo produtivo da Pre´build
Alumı´nios.
Apo´s recec¸a˜o, o bilete e´ controlado em termos de dimensa˜o, peso e composic¸a˜o qu´ımica
de forma a verificar se esta´ apto a ser utilizado. Se o bilete cumprir todos os pre´-requisitos
dar-se-a´ in´ıcio ao processo produtivo.
Para eliminar todas as impurezas existentes no bilete, este e´ lavado com jatos de a´gua.
De seguida e´ colocado no alimentador/pista de biletes (figura 2.5) e posteriormente, o bi-
lete e´ pre´-aquecido, de forma homoge´nea, no forno tu´nel entre os 450/490oC.
Figura 2.5: Alimentador/pista de biletes
Para que o processo de extrusa˜o tenha in´ıcio e´ tambe´m necessa´rio aquecer as matrizes
e o porta-matriz de forma a evitar choques te´rmicos. Estas sa˜o preparadas e montadas
pelo operador, que as coloca nos fornos de matrizes (figura 2.6) totalmente automatizados.
As matrizes e porta-matriz sa˜o mantidas no forno durante 4 horas a uma temperatura de
400-450Co. Depois de aquecidas sa˜o levadas para a prensa conjuntamente com o bloster
ou o insert respetivo.
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Figura 2.6: Forno de matrizes
Desta forma, poder-se-a´ iniciar o processo de extrusa˜o. O bilete e´ cortado, recorrendo
a uma cizalha quente e a sua medida e quantidades sa˜o estipuladas pela ordem de fabrico.
O bilete e´ queimado com acetileno por forma a este na˜o se agarrar a` cabec¸a da prensa
(figura 2.7) e segue para a prensa de extrusa˜o para iniciar o processo.
Figura 2.7: Bilete, previamente cortado, a ser queimado
A prensa (figura 2.8) recebe de um lado o bilete e do lado oposto a matriz. Por ac¸a˜o
hidra´ulica da prensa, o bilete e´ pressionado contra a matriz atrave´s do pista˜o provocando
a formac¸a˜o do perfil que esta´ nos orif´ıcios da matriz.
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Figura 2.8: Prensa de extrusa˜o
Este processo e´ acompanhado por um prensista que controla as operac¸o˜es da prensa
no pu´lpito principal (figura 2.9). Os perfis de alumı´nio saem da prensa a temperaturas
que rondam os 530/575oC, sendo arrefecidos por ar forc¸ado ou vapor de a´gua. E´ neste
momento que a dureza do perfil fica determinada (por via da liga do alumı´nio e do ar
forc¸ado ou vapor de a´gua).
Figura 2.9: Pu´lpito principal
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Desta forma o perfil e´ rapidamente arrefecido ao longo da pista, sendo a ponta do perfil
presa por um alicate, puller, que o transporta ate´ ao final das pistas/mesas (figura 2.10),
sendo cortado por uma serra mo´vel. As pistas encontram-se divididas em 5 zonas distintas,
a extrusa˜o, arrefecimento, esticamento, espera e corte.
Apo´s a extrusa˜o do primeiro bilete, e´ realizado o primeiro controlo de qualidade anali-
sando visualmente o aspeto superficial do perfil. Tambe´m e´ efetuado o controlo dimensio-
nal das cotas principais atrave´s da medic¸a˜o no paqu´ımetro. Este controlo e´ repetido com
frequeˆncia ao longo da extrusa˜o.
Figura 2.10: Pistas
Apo´s o arrefecimento do perfil, este passa pelo esticamento, isto e´, o perfil e´ fixo nas
extremidades por duas garras e esticado para endireitar, evitar eventuais torc¸o˜es e empeno.
Apo´s esta fase passa a ficar a` espera para ser cortado, por uma serra fria, segundo as me-
didas solicitadas pelo cliente. Estas encontram-se descritas na ordem de fabrico.
De seguida, inicia-se o processo de encestamento (figura 2.11). Os perfis sa˜o colocados
em cestos onde cada camada e´ separada por papel ou barretas com pano, barretas inter-
caladas com carta˜o, consoante o perfil extrudido. E´ necessa´rio realizar esta separac¸a˜o pois
permite que o ar circule entre os perfis.
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Figura 2.11: Processo de encestamento
Por u´ltimo, segue-se o envelhecimento/maturac¸a˜o/endurecimento do perfil - processo
de envelhecimento. Este e´ feito com recurso a um forno de envelhecimento artificial (fi-
gura 2.12) onde permanecem cerca de 4 horas e 30 minutos com a temperatura estabilizada
a 185oC. Pontualmente, ha´ perfis que envelhecem a` temperatura ambiente.
Figura 2.12: Forno de envelhecimento
Apo´s sa´ıda do forno e´ necessa´rio que o perfil arrefec¸a. De seguida, podera´ sofrer a
operac¸a˜o de cravac¸a˜o e rasgo, caso contra´rio, este pode ser embalado (figura 2.13) e sepa-
rado e expedido para os clientes. No caso de se tratar de um perfil da empresa C este e´
logo expedido.
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Figura 2.13: Processo de embalagem
Se for um perfil Pre´build Alumı´nios ou empresa E, este e´ separado na zona da separac¸a˜o
(figura 2.14) e expedido para o cliente.
Figura 2.14: Zona de separac¸a˜o do perfil
No caso de o tratamento do perfil ser de lacagem ou de anodizac¸a˜o, este na˜o e´ efetuado
na Pre´build Alumı´nios, consequentemente, os perfis sa˜o embalados e seguem para o local
de tratamento. Regressando a` Pre´build Alumı´nios os perfis sa˜o novamente separados e
expedidos e no caso de serem perfis de ruptura te´rmica estes passam pela secc¸a˜o de polia-
mida para serem cravados e de seguida sa˜o separados e expedidos para o cliente.
Na figura 2.15, apresenta-se o processo de produc¸a˜o da Pre´build Alumı´nios.
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Figura 2.15: Esquema do processo produtivo da Pre´build Alumı´nios desde a preparac¸a˜o
do bilete ate´ a` expedic¸a˜o do perfil.
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Cap´ıtulo 3
Problemas que ocorrem na extrusa˜o
de alumı´nio
Tendo em vista a importaˆncia da eficieˆncia do planeamento de produc¸a˜o ([2], [9]), as
empresas teˆm vindo progressivamente procurar junto das universidades resposta para al-
guns problemas pra´ticos.
Neste cap´ıtulo apresentam-se alguns problemas no aˆmbito da extrusa˜o do alumı´nio que
entretanto foram estudados usando abordagens matema´ticas.
3.1 Determinac¸a˜o do ciclo o´timo de vida das matrizes
Em primeiro lugar apresentar-se-a´ o problema que foi proposto no 74th ESGI (Euro-
pean Study Group with Industry) pela Extruverde, S.A, agora Pre´build Alumı´nios, S.A.
[4]. Ao longo do processo de extrusa˜o as matrizes sofrem desgastes o que origina falhas de
qualidade dos perfis extrudidos. Quando as matrizes se encontram danificadas teˆm de ser
reparadas atrave´s de operac¸o˜es de manutenc¸a˜o. Tempos curtos entre manutenc¸o˜es causam
custos excessivos de manutenc¸a˜o. Tempos longos entre manutenc¸o˜es podem originar per-
das do material produzido e ate´ mesmo perda da pro´pria matriz. O problema proposto foi
o de estudar o ciclo o´timo de vida da matriz, ou seja, quanto quilos podem ser produzidos
por uma matriz entre manutenc¸o˜es, sem que esta fique danificada. Para este estudo foi
utilizada a teoria dos valores extremos. Por exemplo, para a matriz do perfil PK40.04,
chegou-se a` conclusa˜o que os valores de risco associados a probabilidade de 0.05 e 0.01,
eram respetivamente 3900kg e 4700kg. Este estudo foi posteriormente aprofundado em [5].
3.2 Dimensionamento o´timo de lotes
Em 2015, Micael Santos [10] debruc¸ou-se sobre o problema de otimizac¸a˜o do dimensi-
onamento de lotes na Extrusal.
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No planeamento da sua produc¸a˜o, a empresa segue uma pol´ıtica make-to-order, isto
e´, produz para satisfazer encomendas concretas de clientes. Contudo, quando as quanti-
dades encomendadas sa˜o inferiores a` quantidade mı´nima de produc¸a˜o, essas encomendas
ficam pendentes. O problema de otimizac¸a˜o surge quando a empresa tem capacidade exce-
denta´ria de produc¸a˜o (em termos de tempo dispon´ıvel da linha de produc¸a˜o e de mate´ria
prima). Nesse caso, essa capacidade e´ usada para satisfazer algumas das encomendas pen-
dentes. Como o valor das encomendas e´ inferior a` quantidade mı´nima de produc¸a˜o, a
produc¸a˜o origina necessariamente stocks. O problema de otimizac¸a˜o resultante consiste
em determinar que perfis produzir e em que quantidades de modo a satisfazer encomendas
pendentes minimizando os custos produc¸a˜o, de set-up e de stock resultantes da produc¸a˜o
excedenta´ria. Nesse trabalho e´ apresentada uma formulac¸a˜o em programac¸a˜o inteira, sa˜o
propostas duas heur´ısticas e e´ estudado o caso onde as procuras futuras dos perfis sa˜o
consideradas incertas. Para lidar com cena´rios de incerteza e´ introduzido um modelo de
otimizac¸a˜o robusta.
3.3 Sequenciamento da produc¸a˜o
Em 2014, Ca´tia Couto [3] estudou a sequenciamento da produc¸a˜o da Pre´build Alumı´nios
onde procurou minimizar o uso da matriz na produc¸a˜o com as restric¸o˜es inerentes ao uso
desta, ou seja, so´ se pode produzir uma matriz de cada vez; na˜o se pode extrudir con-
secutivamente duas matrizes com o mesmo bloster ; na˜o se pode extrudir duas matrizes
consecutivamente com o mesmo insert ; na˜o se pode produzir consecutivamente duas ma-
trizes com o mesmo porta-insert.
Sa˜o apresentadas duas formulac¸o˜es: uma em programac¸a˜o linear inteira e outra em pro-
gramac¸a˜o por restric¸o˜es. Algumas instaˆncias sa˜o resolvidas usando um software comercial.
3.4 Otimizac¸a˜o do forno de envelhecimento
Ale´m dos problemas mencionados anteriormente, tambe´m existe o problema da uti-
lizac¸a˜o do forno de envelhecimento.
Uma vez que a Pre´build Alumı´nios e´ um exemplo de Job Shop1 e de Make-to-Order 2,
os prazos de entrega sa˜o importantes que sejam cumpridos.
1Job Shop - produc¸a˜o descont´ınua, o sistema e´ concebido de forma a responder a uma grande diversidade
de produtos em quantidades reduzidas. Neste aˆmbito, o processo produtivo e´ mais flex´ıvel e esta´ orientado
a satisfazer as encomendas com um elevado grau de especificac¸a˜o por parte do cliente.
2 Make-to-Order - etapa so´ se inicia apo´s a existeˆncia de um compromisso entre a empresa e o cliente.
O prazo de atendimento e´ alto. Este tipo de produc¸a˜o e´ em tudo vantajosa na medida em que todos os
custos associados a stocks de produtos acabados sa˜o relativamente baixos. [2],[9]
24
Desta forma, o problema de otimizac¸a˜o do forno de envelhecimento, de uma forma ge-
ral, procura minimizar a utilizac¸a˜o do forno tendo em conta a durac¸a˜o de cada fornada e o




Trabalho realizado na Pre´build
Neste cap´ıtulo apresenta-se a uma breve descric¸a˜o do trabalho realizado na Pre´build
Alumı´nios, no decorrer do esta´gio curricular.
Durante o esta´gio curricular foi permitido acompanhar o planeamento da Pre´build,
tendo sido autorizado assistir a`s reunio˜es. A posteriori, como a prestac¸a˜o de servic¸os, ex-
trusa˜o para a empresa C e empresa E, ocupava praticamente todos os turnos de produc¸a˜o,
o planeamento era realizado com base nas encomendas mais urgentes e com encomendas
onde existiam prazos contratuais. De seguida emitia-se as ordens de fabrico e enviava-se
para a prensa.
Durante as primeiras semanas, observou-se todo o funcionamento da empresa. Com
o passar das semanas foram sendo atribu´ıdas, gradualmente, tarefas tais como: a conta-
gem de perfis da empresa C que estavam nos cestos, tambe´m se confirmavam os perfis da
Pre´build e da empresa E, pois por vezes os valores eram muito dispares daqueles que tinham
sido escritos na ordem de fabrico; como a redundaˆncia e´ importante para a Pre´build, todos
os dados relativos a` produc¸a˜o foram inseridos numa folha de excel. Uma vez que o diretor
industrial teve que se ausentar, todas as faltas e horas extraordina´rias dos colaboradores
foram apontadas para posteriormente o diretor ver.
As tarefas atribu´ıdas relativamente a` empresa C foram: a recolha de dados dos seus
perfis para inserir no sistema da Pre´build, tais como a recolha do peso teo´rico, do peso real,
do tipo de porta-matriz a usar, o nu´mero de sa´ıdas da matriz; posteriormente elaborava-se
uma ficha te´cnica do perfil, com a foto do perfil, o modo de embalar, o seu peso e o nu´mero
de perfil por minuto para que fosse distribu´ıdo na secc¸a˜o de embalagem; como o sistema da
empresa C e´ paralelo ao da Pre´build, os colaboradores preenchiam a folha de embalagem
onde tambe´m apontavam o nu´mero de perfis que iam para a sucata; apo´s recolha destas
folhas, estas eram introduzidas informaticamente numa folha de excel. Para a Pre´build ter
uma noc¸a˜o de quanto tempo demorava uma equipa a embalar um certo perfil foi pedido
para que se calculasse o seu tempo me´dio, este tempo seria tambe´m colocado na ficha
te´cnica do respetivo perfil; para que houvesse um maior controlo do que sa´ıa da Pre´build,
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a empresa C pediu que fosse enviada, juntamente com a carga, uma listagem das etiquetas
colocadas nas lata (contentores) que iam no camia˜o.
Ale´m das tarefas que iam sendo atribu´ıdas, um dos objetivos do esta´gio foi o de analisar
o planeamento da produc¸a˜o e estudar os processos produtivos de modo a identificar aspetos
que possam vir a ser otimizados. No Cap´ıtulo 3 sera˜o apresentados alguns exemplos desses
aspetos que ocorrem na indu´stria de extrusa˜o de alumı´nio. Esses exemplos cobrem aspetos
relativos a` otimizac¸a˜o do processo produtivo e do planeamento da produc¸a˜o.
Durante o esta´gio, a ana´lise centrou-se no estudo da utilizac¸a˜o do forno de envelhe-
cimento. Numa primeira fase, o forno era utilizado consoante as propriedades mecaˆnicas
da tabela 2.3 solicitadas pelo cliente, ou seja, para uma teˆmpera T5 o forno tinha uma
durac¸a˜o de 4 horas a 195o e para uma teˆmpera T6, o forno tinha uma durac¸a˜o de 8 horas
a 195o. A dureza fica determinada pela temperatura e durac¸a˜o do forno. Posteriormente,
o processo de envelhecimento foi alterado e a dureza passou a ficar determinada a` boca da
prensa com uma injec¸a˜o de ar sobre o perfil. Neste caso, todos os fornos teˆm uma durac¸a˜o
de 4 horas e meia a 185o.
Tendo em conta estas duas fases, o problema de otimizac¸a˜o varia substancialmente.
No primeiro caso, ha´ que ter em conta a teˆmpera do perfil, pois a durac¸a˜o dos fornos
e´ diferente. Assim, o problema de otimizac¸a˜o consiste em decidir como agrupar perfis com
teˆmperas iguais de modo a satisfazer os prazos de entrega das encomendas, minimizando
a utilizac¸a˜o do forno.
No segundo caso, o problema de otimizac¸a˜o fica simplificado, pois todos os fornos teˆm a
mesma durac¸a˜o. Assim, o problema consiste em decidir o nu´mero de cestos que entram no
forno de modo a satisfazer os prazos de entrega das encomendas, minimizando a utilizac¸a˜o
do forno.
Em ambos os casos assume-se que cada cesto so´ leva um tipo de perfil, caso contra´rio,
ter-se-ia outro problema de otimizac¸a˜o, o de alocac¸a˜o dos perfis nos cestos.




problemas de otimizac¸a˜o do forno de
envelhecimento
Neste cap´ıtulo apresenta-se a modelac¸a˜o matema´tica em programac¸a˜o inteira mista
dos problemas de otimizac¸a˜o da utilizac¸a˜o do forno de envelhecimento. A func¸a˜o objetivo
procura minimizar o uso do forno de envelhecimento, tendo em conta as restric¸o˜es inerentes
a` sua utilizac¸a˜o.
No Cap´ıtulo 4 foram referidos dois problemas de utilizac¸a˜o do forno de envelhecimento.
Numa primeira fase, formular-se-a´ o caso em que todos os fornos teˆm a mesma durac¸a˜o, e
numa segunda fase, formular-se-a´ o caso em que a teˆmpera do perfil e´ tida em conta, pois
a durac¸a˜o dos fornos e´ diferente.
5.1 Problema 1
E´ dado um conjunto de cargas resultantes do processo de extrusa˜o, caracterizadas pela
quantidade, a`s quais sa˜o associadas uma hora de in´ıcio e um prazo de entrega previsto.
O forno de envelhecimento tem um limite de cestos e cada fornada tem uma durac¸a˜o
constante.
Antes de se formular o problema apresenta-se os ı´ndices, conjuntos e os paraˆmetros que
ira˜o ser usados.
I´ndices
i o ı´ndice do perfil na carga
j o ı´ndice do forno
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Constantes
C o nu´mero ma´ximo de cestos que o forno leva numa fornada
T o tempo de durac¸a˜o do forno
H o horizonte temporal
m o nu´mero ma´ximo de fornos no horizonte temporal
Conjuntos
N o conjunto das cargas
M o conjunto dos potenciais fornos. M = {1, . . . ,m}
Paraˆmetros
ni o nu´mero de cestos relativo ao perfil i, i ∈ N
ri a hora a que o perfil i fica dispon´ıvel, i ∈ N
di a data da entrega da encomenda do perfil i, i ∈ N
tj hora de in´ıcio do forno j. Sendo a hora de fim da fornalha dada por
tj + T , j ∈M
Para cada perfil i ∈ N e´ associado o terno (ni, ri, di).
Varia´veis de decisa˜o
yj para representar se o forno j e´ produzido, para j ∈M
xij a quantidade de cestos da carga i no forno j, para i ∈ N e j ∈M .
δij para indicar se o perfil i pode ser afeto a` fornalha j ou na˜o. Isto acontece
se a hora a que o perfil i fica dispon´ıvel na˜o e´ superior a` hora de in´ıcio do
forno j e se a hora de fim do forno j na˜o e´ superior ao prazo de entrega
do perfil i, i ∈ N e j ∈ M . Ou seja, δij = 1, se tj ≥ ri e tj + T ≤ di, e
δij = 0, se ri > tj.
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5.1.1 Formulac¸a˜o








xij = ni, ∀i ∈ N (5.1b)
tj ≥ tj−1 + Tyj, ∀j ∈M (5.1c)
tm + Tym ≤ H (5.1d)
ri − tj ≤ H(1− δij),∀i ∈ N, j ∈M (5.1e)
tj + T − di ≤ H(1− δij),∀i ∈ N, j ∈M (5.1f)
xij ≤ niδij,∀i ∈ N, j ∈M (5.1g)∑
i∈N
xij ≤ Cyj,∀i ∈ N, j ∈M (5.1h)
δij ∈ {0, 1},∀i ∈ N, j ∈M (5.1i)
yj ∈ {0, 1},∀j ∈M (5.1j)
xij inteiros, ∀i ∈ N, j ∈M (5.1k)
onde t0 = 0.
A func¸a˜o objetivo (5.1a) pretende minimizar o nu´mero de fornos, ao longo do planea-
mento.
A restric¸a˜o (5.1b) indica que o nu´mero de cargas dos perfis extrudidos tem que ser igual
ao nu´mero de cestos a produzir.
A restric¸a˜o (5.1c) indica que a hora de in´ıcio de um forno tj deve ser superior a` hora
de fim do forno anterior tj−1 + T . Note-se que se yj = 1 a restric¸a˜o fica tj ≥ tj−1 + T e se
yj = 0 a restric¸a˜o apenas indica que tj ≥ tj−1.
A restric¸a˜o (5.1d) indica que o hora de fim do u´ltimo forno, caso seja efetuada a forna-
lha (ym = 1), tem que ser inferior ao fim do horizonte temporal.
As restric¸o˜es (5.1e) e (5.1f) garantem que se δij = 1 enta˜o o perfil i pode ser afeto a`
fornalha j. A restric¸a˜o (5.1e) indica que se o perfil e´ afeto ao forno j (δij = 1) enta˜o a hora
a que o perfil fica dispon´ıvel tem de anteceder o in´ıcio do forno j. Note-se que se δij = 0,
a restric¸a˜o fica ri − tj ≤ H e por isso e´ sempre satisfeita qualquer que sejam ri e tj.
A restric¸a˜o (5.1f) garante que se o perfil i e´ afeto ao forno j enta˜o o forno j termina (tj +T )
antes do prazo de entrega do perfil i (di), ou seja, se o prazo final for posterior ao prazo
de entrega do perfil i, este tem de ser igual a zero. Note-se que se δij = 0, a restric¸a˜o fica
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tj +T −di ≤ H, que e´ satisfeita para todos os valores tj e di correspondentes a uma soluc¸a˜o
admiss´ıvel.
A restric¸a˜o (5.1g) indica que a quantidade ma´xima de cestos do perfil i a entrar no
forno e´ no ma´ximo ni e garante que se a quantidade de cestos do perfil i colocados no forno
j e´ positiva, xij > 0, enta˜o δij = 1.
A restric¸a˜o (5.1h) garante que a capacidade do forno e´ respeitada, ou seja, no limite o
forno leva C cestos e tambe´m garante que se xij > 0 enta˜o o forno j e´ produzido, yj = 1.
As restric¸o˜es (5.1i), (5.1j), e (5.1k), modelam o domı´nio das varia´veis.
Note-se que se pode sempre assumir que sa˜o produzidos os primeiros fornos. Deste
modo
yj ≤ yj−1, j ∈M | j > 1 (5.2)
Isto e´, se a fornalha j e´ produzida enta˜o a j − 1-e´sima fornalha tambe´m tem de ser.
Deste modo reduz-se o nu´mero de soluc¸o˜es o´timas alternativas.
5.1.2 Casos particulares e variantes
Nesta secc¸a˜o considera-se variantes ao modelo (5.1) que permitem estabelecer relac¸o˜es
com problemas de otimizac¸a˜o combinato´ria cla´ssicos.
No caso em que todos os cestos do perfil i teˆm de ser colocados no mesmo forno, ha´ que
considerar novas varia´veis bina´rias zij que indicam se as cargas do perfil i sa˜o colocadas
no forno j ou na˜o.
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zij = 1,∀i ∈ N (5.3b)
tj ≥ tj−1 + Tyj,∀j ∈M (5.3c)
tm + Tym ≤ H (5.3d)
ri − tj ≤ H(1− δij),∀i ∈ N, j ∈M (5.3e)
tj + T − di ≤ H(1− δij),∀i ∈ N, j ∈M (5.3f)
zij ≤ δij,∀i ∈ N, j ∈M (5.3g)∑
i∈N
nizij ≤ Cyj,∀i ∈ N, j ∈M (5.3h)
δij ∈ {0, 1},∀i ∈ N, j ∈M (5.3i)
yj ∈ {0, 1},∀j ∈M (5.3j)
zij ∈ {0, 1},∀i ∈ N, j ∈M (5.3k)
A func¸a˜o objetivo (5.3a) pretende minimizar o nu´mero de fornos, ao longo do planea-
mento dia´rio.
A restric¸a˜o (5.3b) indica que as cargas com perfil i esta˜o num dos fornos.
As restric¸o˜es (5.3c)-(5.3f) sa˜o ana´logas a`s restric¸o˜es (5.3c)-(5.3f) da formulac¸a˜o (5.1)
A restric¸a˜o (5.3g) indica que se zij = 1 enta˜o δij e´ obrigatoriamente igual a 1.
A restric¸a˜o (5.3h)1 garante que a capacidade do forno e´ respeitada, ou seja, no limite
leva C cestos e tambe´m garante que nizij > 0 enta˜o o forno j e´ produzido, isto e´, yj = 1.
E por fim, as restric¸o˜es (5.3i), (5.3j), e (5.3k), modelam o domı´nio das varia´veis.
1Note-se que, em muita literatura, esta restric¸a˜o e´ apelidada de restric¸a˜o de capacidade ou restric¸a˜o
Knapsack
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zij = 1, ∀i ∈ N (5.4b)
tj ≥ tj−1 + Tyj,∀j ∈M (5.4c)
tm + Tym ≤ H (5.4d)
ri − tj ≤ H(1− zij),∀i ∈ N, j ∈M (5.4e)
tj + T − di ≤ H(1− zij),∀i ∈ N, j ∈M (5.4f)∑
i∈N
nizij ≤ Cyj,∀i ∈ N, j ∈M (5.4g)
yj ∈ {0, 1},∀j ∈M (5.4h)
zij ∈ {0, 1},∀i ∈ N, j ∈M (5.4i)
que e´ um caso particular de um problema do saco-mochila.
A restric¸a˜o (5.4b) e´ ana´loga a` restric¸a˜o (5.3b) da formulac¸a˜o (5.3).
As restric¸o˜es (5.4c) e (5.4d) sa˜o ana´logas a`s restric¸o˜es (5.1c) e (5.1d) da formulac¸a˜o
(5.1).
As restric¸o˜es (5.4e) e (5.4f) garantem que se zij = 1 enta˜o a carga do perfil i pode ser
afeta a` fornalha j.
A restric¸a˜o (5.4e) indica que se a carga do perfil e´ afeta ao forno j (zij = 1) enta˜o a hora
a que o perfil fica dispon´ıvel tem de anteceder o in´ıcio do forno j. Note-se que se zij = 0,
a restric¸a˜o fica ri − tj ≤ H e por isso e´ sempre satisfeita qualquer que sejam ri e tj.
A restric¸a˜o (5.4f) garante que se a carga do perfil i e´ afeta ao forno j enta˜o o forno j
termina (tj + T ) antes do prazo de entrega do perfil i (di), ou seja, se o prazo final for
posterior ao prazo de entrega do perfil i, zij tem de ser igual a zero. Note-se que se zij = 0,
a restric¸a˜o fica tj+T−di ≤ H, que e´ satisfeita para todos os valores tj e di correspondentes
a uma soluc¸a˜o admiss´ıvel.
A restric¸a˜o (5.4g) e´ ana´loga a` restric¸a˜o (5.3h) da formulac¸a˜o (5.3).
E por fim, as restric¸o˜es (5.4h) e (5.4i), modelam o domı´nio das varia´veis.
Em particular, se a hora a que fica dispon´ıvel cada perfil for zero ri = 0 e o prazo de
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zij = 1,∀i ∈ N (5.5b)∑
i∈N
nizij ≤ Cyj,∀i ∈ N, j ∈M (5.5c)
yj ∈ {0, 1},∀j ∈M (5.5d)
zij ∈ {0, 1},∀i ∈ N, j ∈M (5.5e)
E nesse caso temos um Bin-packing [1]. Usando a terminologia destes problemas, tem-se:
Considerem-se n perfis (itens) e m fornos (bins), com ni o nu´mero de cestos do perfil i
(peso) e C a capacidade do forno (bin). Enta˜o o objectivo e´ o de determinar o menor
nu´mero de fornos (bins) necessa´rios para envelhecer todos os perfis considerados.
Note-se que o problema do Bin-packing e´ NP-dif´ıcil, e como e´ um caso particular do
problema definido por (5.4), enta˜o este u´ltimo tambe´m e´ um problema NP-dif´ıcil.
5.2 Problema 2
Neste problema vamos considerar o caso em que ha´ que ter em conta a teˆmpera do
perfil, pois a durac¸a˜o dos fornos e´ diferente. Neste caso, o problema de otimizac¸a˜o consiste
em decidir como agrupar perfis com teˆmperas iguais de modo a satisfazer os prazos de
entrega das encomendas, minimizando a utilizac¸a˜o do forno.
Antes de se formular o problema apresenta-se os ı´ndices, conjuntos e os paraˆmetros que
ira˜o ser usados.
I´ndices
i o ı´ndice do perfil na carga
j o ı´ndice do forno
` o ı´ndice da teˆmpera
Constantes
C o nu´mero ma´ximo de cestos que o forno leva numa fornada
H o horizonte temporal
m o nu´mero ma´ximo de fornos no horizonte temporal
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Conjuntos
N o conjunto das cargas
M o conjunto dos poss´ıveis fornos
L o conjunto das teˆmperas
Paraˆmetros
ni o nu´mero de cestos relativo ao perfil i, i ∈ N
ri a hora a que o perfil i fica dispon´ıvel, i ∈ N
di a data da entrega da encomenda do perfil i, i ∈ N
gi(`) gi(`) = 1 se a teˆmpera i e´ `, e gi(`) = 0, caso contra´rio, i ∈ N , ` ∈ L
T` a durac¸a˜o do forno da teˆmpera `, ` ∈ L
tj hora de in´ıcio do forno j.
Para cada perfil i ∈ N e´ associado o terno (ni, ri, di, gi(`)).
Varia´veis de decisa˜o
yj` para representar se o forno j e´ produzido com a teˆmpera `, para j ∈M ,
` ∈ L
xij a quantidade de cestos da carga i no forno j, para i ∈ N e j ∈M .
δij para indicar se o perfil i pode ser afeto a` fornalha j. Isto acontece se a
hora a que o perfil i fica dispon´ıvel e´ inferior a` hora de in´ıcio do forno j
e se a hora de fim do forno j na˜o e´ superior ao prazo de entrega do perfil






















xij = ni, ∀i ∈ N, (5.6d)
tj ≥ tj−1 +
∑
`∈L




T`ym` ≤ H (5.6f)




T`yj`− di ≤ H(1− δij),∀i ∈ N, j ∈M (5.6h)





Cyj`,∀i ∈ N, j ∈M (5.6j)
δij ∈ {0, 1},∀i ∈ N, j ∈M (5.6k)
yj` ∈ {0, 1}, ∀j ∈M, ` ∈ L (5.6l)
xij inteiros, ∀i ∈ N, j ∈M, ` ∈ L (5.6m)
onde t0 = 0.
A func¸a˜o objetivo (5.6a) pretende minimizar o nu´mero de fornos, ao longo do planea-
mento dia´rio.
A restric¸a˜o (5.6b) indica que quanto muito o forno j sera´ produzido com uma teˆmpera.
A restric¸a˜o (5.6c) indica que se δij = 1 enta˜o existe um forno j com o perfil i e respetiva
teˆmpera a ser produzido.
A restric¸a˜o (5.6d) indica que o nu´mero de cargas dos perfis extrudidos tem que ser igual
ao nu´mero de cestos.
A restric¸a˜o (5.6e) indica que a hora de in´ıcio de um forno com a teˆmpera ` tem que
ser superior a` hora de fim do forno anterior. Note-se que se yj` = 1 a restric¸a˜o fica
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tj ≥ tj−1 + T`yj` e se yj` = 0 a restric¸a˜o apenas indica que tj ≥ tj−1.
A restric¸a˜o (5.6f) indica que o hora de fim do u´ltimo forno, caso seja efetuada a fornalha
(ym` = 1), tem que ser inferior ao prazo de entrega menos a sua durac¸a˜o.
As restric¸o˜es (5.6g) e (5.6h) garante que se δij = 1 enta˜o o perfil i pode ser afeto a`
fornalha j. A restric¸a˜o (5.6g) indica que a hora a que o perfil fica dispon´ıvel retirando-lhe
a hora de in´ıcio do forno correspondente tem que ser inferior ao prazo de entrega. Note-se
que se δij = 0, a restric¸a˜o fica ri − tj ≤ H.
A restric¸a˜o (5.6h) indica a hora de in´ıcio do forno j adicionando-lhe a sua durac¸a˜o e
retirando-lhe o prazo de entrega do perfil tem que ser inferior ao horizonte de planea-
mento, ou seja, se o prazo final for posterior ao prazo de entrega do perfil i, este tem de
ser igual a zero. Note-se que se δij = 0, a restric¸a˜o fica tj + T`yj` − di ≤ H.
A restric¸a˜o (5.6i) indica que a quantidade ma´xima de cestos a entrar no forno e´ no
ma´ximo ni e garante que se a quantidade de cestos do perfil i colocados no forno j e´ posi-
tiva, xij > 0, enta˜o δij = 1, ou seja, o forno forno j inclui os perfis do tipo i.
As restric¸a˜o (5.6j) garantem que a capacidade do forno e´ respeitada, ou seja, no limite
o forno leva C cestos e tambe´m garante que xij > 0 enta˜o o forno j e´ produzido, yj` = 1.
As restric¸o˜es (5.6k), (5.6l), e (5.6m), modelam o domı´nio das varia´veis.
Note-se que, tal como na formulac¸a˜o (5.1) tambe´m agora se pode assumir sempre que
sa˜o produzidos os primeiros fornos. Deste modo∑
`∈L
yj` ≤ yj−1,`, j ∈M |j > 1, (5.7)
No caso em que todas as teˆmperas dos perfis sa˜o iguais fica-se com o problema 1 e suas
variantes mencionados na secc¸a˜o anterior.
5.3 Melhoramentos
Para melhorar a qualidade das formulac¸o˜es podem-se introduzir desigualdades va´lidas:
restric¸o˜es que na˜o fazem parte do problema original mas que, na˜o cortando soluc¸o˜es inteiras
admiss´ıveis, cortam a regia˜o admiss´ıvel da respetiva relaxac¸a˜o linear (formulac¸a˜o obtida
eliminando as restric¸o˜es que obrigam as varia´veis a ser bina´rias e inteiras), melhorando
assim o desempenho da pesquisa da soluc¸a˜o o´tima inteira.
Para as presentes formulac¸o˜es, assumem-se, nas formulac¸o˜es (5.1), (5.3), (5.4) e (5.5),
















, i ∈ N (5.8b)














, i ∈ N, ` ∈ L (5.9b)
As desigualdades va´lidas (5.8) impo˜em um limite inferior ao nu´mero de fornos afetos a
um perfil (5.8a) e ao total de perfis (5.8a).
De forma ana´loga, obteˆm-se as desigualdades va´lidas (5.9) que impo˜em um limite infe-
rior ao nu´mero de fornos afetos a um perfil (5.9a) e ao total de perfis com teˆmpera `, (5.9b).





















(5.1) 2 128 0.147 0.115 206 222
(5.3) 2 128 0.132 0.105 206 222
(5.4) 2 68 0.07 0.08 146 162
(5.5) 2 64 0.38 0.252 19 35
(5.6) 3 132 0.12 0.109 330 347
1 semana
(5.1) 17 3136 8.509 25.769 4758 4814
(5.3) 17 3136 7.906 23.625 4758 4814
(5.4) 17 1596 7.01 14.685 3218 3274
(5.5) 17 1568 0.251 0.251 83 139
(5.6) 18 3164 3600* 45.417 7866 7923
2 semanas
(5.1) 29 1920 1.105 1.081 2894 2910
(5.6) 29 1980 8.878 10.177 4754 4771
1 meˆs
(5.1) 68 12544 192.348 108.607 18870 18926
(5.6) 68 12656 3600* 146.604 31302 31359
*soluc¸a˜o na˜o encontrada ao fim de 1 hora
Tabela 5.1: Dimenso˜es e tempos de execuc¸a˜o das va´rias instaˆncias
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Cap´ıtulo 6
Exemplos baseados em dados reais
Neste cap´ıtulo sa˜o apresentados alguns exemplos dos problemas anteriormente descri-
tos. Para a obtenc¸a˜o das soluc¸o˜es o´timas utilizou-se software Xpress 8.0. Para a obtenc¸a˜o
de todos os resultados aqui apresentados foi usado um computador pessoal equipado com
Processador Genuine Intel(R) CPU U4100 @ 1.30 GHz e 4Gb de memo´ria RAM.
Para a obtenc¸a˜o de resultados e posterior discussa˜o foram recolhidos, aleatoriamente,
um dia de produc¸a˜o e uma semana de produc¸a˜o da Pre´build Alumı´nios. E para a obtenc¸a˜o
de resultados para 15 dias e um meˆs de produc¸a˜o incrementaram-se os dados, ou seja, para
um dia incrementou-se a procura para 15 dias e de uma semana incrementou-se a procura
para 1 meˆs (4 semanas).
O co´digo das formulac¸o˜es (5.1), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6) no software Xpress esta˜o des-
critos nos anexos C, D, E, F, G, respetivamente.
Os resultados obtidos sera˜o apresentados nas tabelas seguintes (6.1 - 6.14). Sa˜o apre-
sentados, na primeira linha, a soluc¸a˜o o´tima (o nu´mero de fornos), e nas colunas sa˜o
apresentados os cestos dos perfis que fizeram fornada assim como a hora de in´ıcio da for-
nada e se for o caso, a teˆmpera do perfil.
Note-se que, para 15 dias e 1 meˆs so´ foram testadas para as formulac¸o˜es (5.1) e (5.6).
Considera-se ainda o limite de tempo de execuc¸a˜o igual a 1 hora.
6.1 Problema 1
Seja C = 12 o nu´mero ma´ximo de cestos que o forno leva numa fornada.
T = 4.5 a durac¸a˜o da fornada.
Considera-se ainda que cada cesto so´ leva um tipo de perfil.
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6.1.1 Exemplos baseados em dados reais
Para um dia de produc¸a˜o, considera-se tambe´m que m = 4 pois cada fornada tem uma
durac¸a˜o de quatro horas e trinta minutos (T = 4.5).
Com base nos dados A, tem-se:
Para a formulac¸a˜o (5.1):
Total de fornos produzidos: 2
Tempo de execuc¸a˜o: 0.147s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 0.115s









Tabela 6.1: Resultados referentes a um dia de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.1)
Para a formulac¸a˜o (5.3):
Total de fornos produzidos: 2
Tempo de execuc¸a˜o: 0.132s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 0.105s









Tabela 6.2: Resultados referentes a um dia de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.3)
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Para a formulac¸a˜o (5.4):
Total de fornos produzidos: 2
Tempo de execuc¸a˜o: 0.07s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 0.08s










Tabela 6.3: Resultados referentes a um dia de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.4)
Para a formulac¸a˜o (5.5):
Total de fornos produzidos: 2
Tempo de execuc¸a˜o: 0.38s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 0.252s









Tabela 6.4: Resultados referentes a um dia de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.5)
Para uma semana de produc¸a˜o, considera-sem = 28 pois cada fornada tem uma durac¸a˜o
de quatro horas e trinta minutos (T = 4.5)
Com base nos dados B, tem-se:
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Para a formulac¸a˜o (5.1):
Total de fornos produzidos: 17
Tempo de execuc¸a˜o: 8.509s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 25.769s
Forno 1: Forno 2: Forno 3: Forno 4: Forno 5:
in´ıcio a`s 22.5 in´ıcio a`s 28: in´ıcio a`s 33.5 in´ıcio a`s 64.5 in´ıcio a`s 82.24
PB04.45(2) PC16.08(4) PD11.40(12) PC15.71(1) PA06.13(6)
PC10.49(4) PC15.71(5) PA06.03(3) PF11.45(4)
PC15.71(6) PF04.44(3) PB09.83(1) PD12.06(2)
PB05.37(2)
PA06.19(5)
Forno 6: Forno 7: Forno 8: Forno 9: Forno 10:
in´ıcio a`s 87.74 in´ıcio a`s 93.24 in´ıcio a`s 98.74 in´ıcio a`s 104.24 in´ıcio a`s 119
PB09.83(2) PA06.09(4) PD12.22(10) PB05.05(1) PC12.48(5)






Forno 11: Forno 12: Forno 13: Forno 14: Forno 15:
in´ıcio a`s 124.5 in´ıcio a`s 138.5 in´ıcio a`s 144 in´ıcio a`s 149.5 in´ıcio a`s 164.02
PD06.31(2) PC15.59(10) PB04.77(2) PB04.73(2) PC12.03(1)
PC15.74(2) PMV07.96(2) PB04.73(4) PC12.03(3) PMV09.97(2)
PB04.69(2) PF10.13(2) PD10.08(5) PC15.88(1)
PMV07.96(2) PC15.75(2) PD08.15(2) PC13.65(2)
PB04.67(2) PC12.05(2) PV00.02(6)
PB04.81(2)
Forno 16: Forno 17:






Tabela 6.5: Resultados referentes a uma semana de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.1)
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Para a formulac¸a˜o (5.3):
Total de fornos produzidos: 17
Tempo de execuc¸a˜o: 7.906s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 23.625s
Forno 1: Forno 2: Forno 3: Forno 4: Forno 5:
in´ıcio a`s 30.8 in´ıcio a`s 37.56: in´ıcio a`s 43.06 in´ıcio a`s 59 in´ıcio a`s 64.5




Forno 6: Forno 7: Forno 8: Forno 9: Forno 10:
in´ıcio a`s 82.83 in´ıcio a`s 93.5 in´ıcio a`s 99 in´ıcio a`s 104.5 in´ıcio a`s 110
PA06.19(5) PB05.04(10) PD12.22(10) PF11.46(4) PC15.59(12)




Forno 11: Forno 12: Forno 13: Forno 14: Forno 15:
in´ıcio a`s 115.5 in´ıcio a`s 121 in´ıcio a`s 134.13 in´ıcio a`s 161.52 in´ıcio a`s 167.02
PC15.55(2) PC12.48(6) PB04.73(6) PC12.05(2) PC12.07(3)
PB04.77(2) PB04.69(2) PB04.67(2) PD08.15(2) PD10.32(3)
PB04.76(4) PCE02.10(2) PC12.03(4) PD06.33(2) PMV09.97(2)
PMV07.96(4) PB04.81(2) PV00.02(6) PC15.88(3)
Forno 16: Forno 17:






Tabela 6.6: Resultados referentes a uma semana de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.3)
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Para a formulac¸a˜o (5.4):
Total de fornos produzidos: 17
Tempo de execuc¸a˜o: 7.01s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 14.685s
Forno 1: Forno 2: Forno 3: Forno 4: Forno 5:
in´ıcio a`s 27.29 in´ıcio a`s 37.56: in´ıcio a`s 43.06 in´ıcio a`s 64.5 in´ıcio a`s 70




Forno 6: Forno 7: Forno 8: Forno 9: Forno 10:
in´ıcio a`s 77 in´ıcio a`s 82.5 in´ıcio a`s 88 in´ıcio a`s 93.5 in´ıcio a`s 99
PA06.13(6) PA06.09(4) PB05.05(1) PC15.59(12) PC12.48(6)
PF11.45(4) PK40.12(4) PB05.04(10) PB04.69(2)
PD12.06(2) PD06.31(2) PD12.09(1) PC15.55(2)
PC15.74(2) PB04.77(2)
Forno 11: Forno 12: Forno 13: Forno 14: Forno 15:
in´ıcio a`s 104.5 in´ıcio a`s 149.48 in´ıcio a`s 154.98 in´ıcio a`s 164.02 in´ıcio a`s 169.52
PF11.46(4) PD01.11(2) PCE02.10(2) PC15.89(2) PV00.02(6)
PD12.18(1) PMV07.96(4) PB04.81(2) PB04.73(6) PSM12.02(3)
PB04.82(3) PC12.03(4) PC12.07(3) PB04.67(2) PC13.63(2)
PB04.76(4) PD08.15(2) PC15.60(2) PMV09.97(2)
PD10.32(3)
Forno 16: Forno 17:






Tabela 6.7: Resultados referentes a uma semana de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.4)
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Para a formulac¸a˜o (5.5):
Total de fornos produzidos: 17
Tempo de execuc¸a˜o: 0.251s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 0.251s
Forno 1: Forno 2: Forno 3: Forno 4: Forno 5:




Forno 6: Forno 7: Forno 8: Forno 9: Forno 10:
PB04.45(2) PC16.08(4) PA06.13(6) PK40.12(4) PC12.48(6)
PD12.22(10) PA06.19(5) PA06.09(4) PF11.45(4) PB04.73(6)
PC12.07(3) PB04.81(2) PF07.21(4)
Forno 11: Forno 12: Forno 13: Forno 14: Forno 15:
PD12.18(1) PF11.46(4) PF04.44(3) PA06.03(3) PB05.37(2)
PD10.08(5) PMV07.96(4) PB09.83(3) PD12.09(1) PC15.89(2)











Tabela 6.8: Resultados referentes a uma semana de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.5)
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Os resultados da tabela 6.9 foram obtidos com base nos dados A, cuja procura foi in-
crementada para 15 dias da seguinte forma ni = 15∗ni, ri = 15∗ri e di = H, com H = 720
e m = 60.
Os resultados da tabela 6.10 foram obtidos com base nos dados B, cuja procura foi
incrementada para 4 semanas da seguinte forma ni = 4 ∗ ni, ri = 4 ∗ ri e di = H, com
H = 864 e m = 112.
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Total de fornos produzidos: 29
Tempo de execuc¸a˜o: 1.105s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 1.081s
Forno 1: Forno 2: Forno 3: Forno 4: Forno 5: Forno 6: Forno 7: Forno 8:
in´ıcio a`s 30 in´ıcio a`s 35.5 in´ıcio a`s 41 in´ıcio a`s 46.5 in´ıcio a`s 52 in´ıcio a`s 57.5 in´ıcio a`s 63 in´ıcio a`s 310.5
PV01.03(6) PK40.59 (12) PC12.54 (12) PC12.54 (12) PR90.38 (12) PV01.03 (12) PC14.26 (12) PK40.15 (12)
PC12.54 (6)
Forno 9: Forno 10: Forno 11: Forno 12: Forno 13: Forno 14: Forno 15: Forno 16:
in´ıcio a`s 316 in´ıcio a`s 321.5 in´ıcio a`s 327 in´ıcio a`s 332.5 in´ıcio a`s 338 in´ıcio a`s 343.5 in´ıcio a`s 349 in´ıcio a`s 345.5
PF09.51 (12) PV01.03 (12) PK40.15 (12) PC14.26 (3) PV01.03 (12) PR90.02 (12) PV01.03 (3) PV00.02 (9)
PD06.34(9) PC14.29(6) PK40.59 (3)
PR90.38 (3)
Forno 17: Forno 18: Forno 19: Forno 20: Forno 21: Forno 22: Forno 23: Forno 24:
in´ıcio a`s 360 in´ıcio a`s 365.5 in´ıcio a`s 424.5 in´ıcio a`s 430 in´ıcio a`s 435.5 in´ıcio a`s 441 in´ıcio a`s 446.5 in´ıcio a`s 452
PC14.29 (12) PC14.29 (12) PV00.02 (12) PR90.56 (12) PV00.02 (3) PC14.29 (6) PD11.21 (12) PC14.24(3)
PD12.30 (6) PD06.34 (6) PF09.51(6)
PR90.02(3) PR90.56(3)
Forno 25: Forno 26: Forno 27: Forno 28: Forno 29:
in´ıcio a`s 457.5 in´ıcio a`s 463 in´ıcio a`s 468.5 in´ıcio a`s 474 in´ıcio a`s 479
PV00.02 (6) PC14.24 (12) PC14.29 (9) PF09.51 (12) PD12.30 (9)
PK40.15 (6) PD11.21(3)
Tabela 6.9: Resultados referentes a duas semanas de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.1)
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Total de fornos produzidos: 68
Tempo de execuc¸a˜o: 192.348s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.8): 108.607s
Forno 1: Forno 2: Forno 3: Forno 4: Forno 5: Forno 6: Forno 7: Forno 8: Forno 9: Forno 10:
in´ıcio a`s 61.68 in´ıcio a`s 67.18 in´ıcio a`s 72.68 in´ıcio a`s 202.06 in´ıcio a`s 207.56 in´ıcio a`s 213.06 in´ıcio a`s 218.56 in´ıcio a`s 224.06 in´ıcio a`s 229.56 in´ıcio a`s 235.06
PB04.45 (8) PD11.40 (12) PF11.46 (12) PD12.06 (4) PC15.71 (4) PC15.59 (12) PD11.40 (4) PF04.44 (4) PC15.59 (12) PF04.44 (4)
PF11.45 (4) PC12.05(8) PD10.32(8) PD06.31 (8) PC15.75 (8) PB04.67(8)
Forno 11: Forno 12: Forno 13: Forno 14: Forno 15: Forno 16: Forno 17: Forno 18: Forno 19: Forno 20:
in´ıcio a`s 240.56 in´ıcio a`s 246.06 in´ıcio a`s 252.56 in´ıcio a`s 257.06 in´ıcio a`s 262.56 in´ıcio a`s 268.06 in´ıcio a`s 273.56 in´ıcio a`s 279.06 in´ıcio a`s 284.56 in´ıcio a`s 290.06
PF11.45 (4) PA06.19 (4) PD11.40 (12) PCE02.10 (8) PF04.44 (4) PD11.40 (12) PC16.08 (4) PA06.09 (12) PB04.73 (12) PC15.71 (12)
PF10.13 (8) PB04.69(8) PD10.32 (4) PF11.45 (8) PB05.04 (8)
Forno 21: Forno 22: Forno 23: Forno 24: Forno 25: Forno 26: Forno 27: Forno 28: Forno 29: Forno 30:
in´ıcio a`s 295.56 in´ıcio a`s 301.06 in´ıcio a`s 306.56 in´ıcio a`s 312.06 in´ıcio a`s 317.56 in´ıcio a`s 323.06 in´ıcio a`s 328.56 in´ıcio a`s 334.06 in´ıcio a`s 339.56 in´ıcio a`s 345.06
PD11.40 (8) PA06.19 (12) PC15.59 (12) PC15.59 (12) PF07.21 (12) PC12.03 (12) PB04.73 (12) PC15.74 (8) PC10.49 (12) PC15.88 (12)
PC15.55(4) PC12.03(4)
Forno 31: Forno 32: Forno 33: Forno 34: Forno 35: Forno 36: Forno 37: Forno 38: Forno 39: Forno 40:
in´ıcio a`s 350.56 in´ıcio a`s 356.06 in´ıcio a`s 361.56 in´ıcio a`s 367.06 in´ıcio a`s 372.56 in´ıcio a`s 378.06 in´ıcio a`s 383.56 in´ıcio a`s 426.5 in´ıcio a`s 607.98 in´ıcio a`s 613.48
PB05.05 (4) PB04.76 (12) PSM12.02 (12) PB05.04 (8) PB05.37 (4) PA06.13 (12) PB05.37 (4) PD12.09 (4) PB04.77 (4) PD01.11 (8)
PD08.15 (8) PC15.55 (4) PF11.46 (4) PA06.19 (4) PD12.18 (4) PMV09.97 (8) PMV07.96 (4)
PD12.06 (4) PF07.21 (4) PB04.76(4)
Forno 41: Forno 42: Forno 43: Forno 44: Forno 45: Forno 46: Forno 47: Forno 48: Forno 49: Forno 50:
in´ıcio a`s 618.98 in´ıcio a`s 624.48 in´ıcio a`s 629.98 in´ıcio a`s 635.48 in´ıcio a`s 640.98 in´ıcio a`s 646.48 in´ıcio a`s 651.98 in´ıcio a`s 657.48 in´ıcio a`s 662.98 in´ıcio a`s 668.48
PA06.09 (4) PC12.48 (4) PD12.22 (12) PC12.48 (12) PB05.04 (12) PD12.22 (12) PB09.83 (12) PC16.08 (12) PD12.22 (4) PB04.82 (12)
PB04.81 (8) PC13.65(8) PD10.08(8)
Forno 51: Forno 52: Forno 53: Forno 54: Forno 55: Forno 56: Forno 57: Forno 58: Forno 59: Forno 60:
in´ıcio a`s 673.98 in´ıcio a`s 679.48 in´ıcio a`s 684.98 in´ıcio a`s 690.48 in´ıcio a`s 695.98 in´ıcio a`s 701.48 in´ıcio a`s 706.98 in´ıcio a`s 712.48 in´ıcio a`s 717.98 in´ıcio a`s 723.48
PC15.89 (8) PK40.12 (12) PV00.02 (12) PC12.07 (12) PV00.02 (12) PA06.03 (12) PD06.33 (4) PA06.13 (12) PB05.04 (12) PD10.08 (12)
PD06.33 (4) PC13.63 (8)
Forno 61: Forno 62: Forno 63: Forno 64: Forno 65: Forno 66: Forno 67: Forno 68:
in´ıcio a`s 728.98 in´ıcio a`s 734.48 in´ıcio a`s 739.98 in´ıcio a`s 745.48 in´ıcio a`s 750.98 in´ıcio a`s 756.48 in´ıcio a`s 761.98 in´ıcio a`s 767.48
PC15.71 (12) PC15.71 (8) PC15.71 (12) PK40.12 (4) PD12.22 (12) PC10.49com (4) PMV07.96 (12) PC12.48 (8)
PB04.77 (4) PC15.60(8) PF10.12 (8)
Tabela 6.10: Resultados referentes a quatro semanas de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.1)
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6.2 Problema 2
Seja C = 12 o nu´mero ma´ximo de cestos que o forno leva numa fornada.
Cada cesto so´ leva um tipo de perfil.
Se a teˆmpera do perfil for T5, o forno de envelhecimento tem uma durac¸a˜o de 4 horas
(T`=T5 = 4); para uma teˆmpera T6, este tem uma durac¸a˜o de 8 horas (T`=T6 = 8).
6.2.1 Exemplos baseados em dados reais
Para um dia de produc¸a˜o, tendo em conta os dados A e base na formulac¸a˜o (5.6) tem-se:
Total de fornos produzidos: 3
Tempo de execuc¸a˜o: 0.12s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.9): 0.109s
Forno 1 que comec¸a a`s 22.8: Forno 2 que comec¸a a`s 27.3: Forno 3 que comec¸a a`s 31.8:








Tabela 6.11: Resultados referentes a um dia de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.6)
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Para uma semana de produc¸a˜o, tendo em conta os dados B:
Total de fornos produzidos: 18
Tempo de execuc¸a˜o: 3600s*
Tempo de execuc¸a˜o com (5.9): 45.417s
Forno 1: Forno 2: Forno 3: Forno 4: Forno 5:
in´ıcio a`s 28.5 in´ıcio a`s 37 in´ıcio a`s 50 in´ıcio a`s 58.5 in´ıcio a`s 67
Teˆmpera: T6 Teˆmpera: T5 Teˆmpera: T6 Teˆmpera: T6 Teˆmpera: T5
PC15.71(12) PB04.45(2) PC16.08(4) PA06.03(3) PD11.40(9)
PC10.49(4) PA06.19(5) PB09.83(3) PA06.13(3)
PF04.44(3) PB05.37(2)
PD11.40(3) PF11.45(4)
Forno 6: Forno 7: Forno 8: Forno 9: Forno 10:
in´ıcio a`s 77.43 in´ıcio a`s 81.93 in´ıcio a`s 90.43 in´ıcio a`s 97.13 in´ıcio a`s 105.63
Teˆmpera: T5 Teˆmpera: T6 Teˆmpera: T5 Teˆmpera: T6 Teˆmpera: T6
PA06.13(3) PA06.19(2) PD12.22(10) PB05.04(10) PC12.48(6)




Forno 11: Forno 12: Forno 13: Forno 14: Forno 15:
in´ıcio a`s 120.43: in´ıcio a`s 129.03 in´ıcio a`s 140.53 in´ıcio a`s 145.88 in´ıcio a`s 157
Teˆmpera: T5 Teˆmpera: T6 Teˆmpera: T5 Teˆmpera: T6 Teˆmpera: T6
PD12.18(1) PC15.59(8) PD01.11(2) PB04.67(2) PC15.89(1)
PB04.69(2) PB04.82(3) PB04.81(2) PCE02.10(2) PB04.73(6)
PB04.76(4) PC15.89(1) PF10.12(2) PC15.60(2) PC15.75(2)
PMV07.96(4) PD10.08(5) PD10.32(3) PC12.05(2)
PMV09.97(2) PD08.15(1)
Forno 16: Forno 17: Forno 18:
in´ıcio a`s 174 in´ıcio a`s 178.5 in´ıcio a`s 187






* soluc¸a˜o na˜o encontrada ao fim de 1 hora
Tabela 6.12: Resultados referentes a uma semana de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o
(5.6)
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Os resultados da tabela 6.13 foram obtidos com base nos dados A, cuja procura foi in-
crementada para 15 dias da seguinte forma ni = 15∗ni, ri = 15∗ri e di = H, com H = 720.
Os resultados da tabela 6.14 foram obtidos com base nos dados B, cuja procura foi in-
crementada para 4 semanas da seguinte forma ni = 4∗ni, ri = 4∗ri e di = H, com H = 864.
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Total de fornos produzidos: 29
Tempo de execuc¸a˜o: 8.878s
Tempo de execuc¸a˜o com (5.9): 10.177s
Forno 1: Forno 2: Forno 3: Forno 4: Forno 5: Forno 6: Forno 7: Forno 8:
in´ıcio a`s 210.5 in´ıcio a`s 219 in´ıcio a`s 227.5 in´ıcio a`s 236 in´ıcio a`s 244.5 in´ıcio a`s 253 in´ıcio a`s 257.5 in´ıcio a`s 262
Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5
PK40.59(12) PD12.30(9) PC14.24 (12) PR90.38 (12) PC14.24 (3) PC14.26(6) PV00.02 (12) PV01.03(12)
PR90.38 (3) PK40.59 (3) PD06.34(6)
PK40.15(6)
Forno 9: Forno 10: Forno 11: Forno 12: Forno 13: Forno 14: Forno 15: Forno 16:
in´ıcio a`s 266.5 in´ıcio a`s 271 in´ıcio a`s 275.5 in´ıcio a`s 280.5 in´ıcio a`s 285 in´ıcio a`s 289.5 in´ıcio a`s 294 in´ıcio a`s 298.5
Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5
PC14.29 (12) PC14.29(12) PV01.03 (12) PV00.02 (6) PC12.54(12) PV00.02 (12) PF09.51 (12) PV01.03(12)
PF09.51(6)
Forno 17: Forno 18: Forno 19: Forno 20: Forno 21: Forno 22: Forno 23: Forno 24:
in´ıcio a`s 303 in´ıcio a`s 311.5 in´ıcio a`s 316 in´ıcio a`s 324.5 in´ıcio a`s 329 in´ıcio a`s 333.5 in´ıcio a`s 338 in´ıcio a`s 342.5
Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5
PK40.15 (12) PF09.51(12) PD12.30(6) PV01.03(9) PD11.21(12) PD06.34 (9) PC14.26 (9) PC12.54 (12)
PR90.02(6) PC14.29 (3) PD11.21(3)
Forno 25: Forno 26: Forno 27: Forno 28: Forno 29:
in´ıcio a`s 347 in´ıcio a`s 351.5 in´ıcio a`s 360 in´ıcio a`s 364.5 in´ıcio a`s 373
Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6
PC14.29(6) PR90.02(9) PC14.29 (12) PR90.56 (12) PK40.15(12)
PC12.54 (6) PR90.56(3)
Tabela 6.13: Resultados referentes a duas semanas de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.6)
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Total de fornos produzidos: 68
Tempo de execuc¸a˜o: 3600s*
Tempo de execuc¸a˜o com (5.9): 146.604s
Forno 1: Forno 2: Forno 3: Forno 4: Forno 5: Forno 6: Forno 7: Forno 8: Forno 9: Forno 10:
in´ıcio a`s 165 in´ıcio a`s 169.5 in´ıcio a`s 178 in´ıcio a`s 182.5 in´ıcio a`s 187 in´ıcio a`s 195.5 in´ıcio a`s 200 in´ıcio a`s 204.5 in´ıcio a`s 209 in´ıcio a`s 217.5
Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6
PB04.45 (8) PSM12.02 (12) PD11.40(12) PA06.13 (4) PB04.73 (12) PF04.44 (4) PC10.49(12) PD11.40 (4) PA06.19 (8) PC15.71 (4)
PC10.49 (4) PF10.13(8) PD12.06(8) PD06.31 (8) PF11.46 (4) PC15.74 (8)
Forno 11: Forno 12: Forno 13: Forno 14: Forno 15: Forno 16: Forno 17: Forno 18: Forno 19: Forno 20:
in´ıcio a`s 238 in´ıcio a`s 242.5 in´ıcio a`s 251 in´ıcio a`s 255.5 in´ıcio a`s 260 in´ıcio a`s 264.5 in´ıcio a`s 273 in´ıcio a`s 281.5 in´ıcio a`s 286 in´ıcio a`s 294.5
Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6
PB04.76 (12) PB04.67 (4) PD11.40 (12) PF04.44 (4) PC12.03 (12) PC15.59 (12) PC15.59 (4) PD11.40 (12) PF11.45 (4) PA06.19(12)
PCE02.10 (8) PB04.69 (8) PC15.55 (8) PC15.59 (8)
Forno 21: Forno 22: Forno 23: Forno 24: Forno 25: Forno 26: Forno 27: Forno 28: Forno 29: Forno 30:
in´ıcio a`s 303 in´ıcio a`s 307.5 in´ıcio a`s 312 in´ıcio a`s 316.5 in´ıcio a`s 325 in´ıcio a`s 329.5 in´ıcio a`s 338 in´ıcio a`s 346.5 in´ıcio a`s 351 in´ıcio a`s 359.5
Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6
PC15.88 (12) PF04.44 (4) PA06.09 (4) PC15.75 (8) PD12.22 (12) PF11.45 (12) PF11.46 (12) PD12.22 (12) PB09.83 (12) PC15.59 (12)
PD11.40 (8) PB04.76 (4) PD10.32 (4)
PC12.03 (4)
Forno 31: Forno 32: Forno 33: Forno 34: Forno 35: Forno 36: Forno 37: Forno 38: Forno 39: Forno 40:
in´ıcio a`s 368 in´ıcio a`s 376.5 in´ıcio a`s 385 in´ıcio a`s 393.5 in´ıcio a`s 402 in´ıcio a`s 410.5 in´ıcio a`s 419 in´ıcio a`s 600.52 in´ıcio a`s 609.02 in´ıcio a`s 613.52
Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6
PB04.67 (4) PB04.73 (12) PC12.05 (4) PC12.48 (4) PC15.71 (4) PB05.04 (4) PC15.59 (12) PK40.12 (4) PD12.22 (8) PC12.48 (12)
PF07.21 (8) PD08.15 (8) PF07.21 (8) PB04.82 (4) PD10.32 (8) PB04.77 (8) PD01.11 (4)
PC12.05 (4)
Forno 41: Forno 42: Forno 43: Forno 44: Forno 45: Forno 46: Forno 47: Forno 48: Forno 49: Forno 50:
in´ıcio a`s 626.52 in´ıcio a`s 635.02 in´ıcio a`s 643.42 in´ıcio a`s 648.02 in´ıcio a`s 669.5 in´ıcio a`s 674 in´ıcio a`s 682.5 in´ıcio a`s 691 in´ıcio a`s 704 in´ıcio a`s 717
Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6
PB05.04 (12) PB05.04 (12) PA06.13 (12) PA06.13 (8) PD12.18 (4) PC15.71 (12) PC16.08 (12) PC16.08 (4) PC15.71 (4) PK40.12 (8)
PMV07.96 (4) PD01.11(4) PB05.37(8) PC12.48(8) PB04.82(4)
Forno 51: Forno 52: Forno 53: Forno 54: Forno 55: Forno 56: Forno 57: Forno 58: Forno 59: Forno 60:
in´ıcio a`s 725.5 in´ıcio a`s 734 in´ıcio a`s 746.5 in´ıcio a`s 751 in´ıcio a`s 755.5 in´ıcio a`s 760 in´ıcio a`s 764.5 in´ıcio a`s 773 in´ıcio a`s 781.5 in´ıcio a`s 786
Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T5
PC15.71 (12) PK40.12 (4) PC12.07 (12) PV00.02 (12) PMV07.96 (12) PB05.05 (4) PC15.71 (12) PB05.04 (12) PD12.22 (8) PA06.09 (12)
PMV09.97(8) PV00.02(8) PV00.02(4)
Forno 61: Forno 62: Forno 63: Forno 64: Forno 65: Forno 66: Forno 67: Forno 68:
in´ıcio a`s 790.5 in´ıcio a`s 795 in´ıcio a`s 799.5 in´ıcio a`s 808 in´ıcio a`s 812.5 in´ıcio a`s 821 in´ıcio a`s 829.5 in´ıcio a`s 834
Teˆmpera T5 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6 Teˆmpera T6 Teˆmpera T5 Teˆmpera T6
PD12.09 (4) PB04.81 (8) PB04.82 (4) PF10.12 (8) PC15.60 (4) PA06.03 (12) PD10.08 12) PC15.60 (4)
PD10.08 (4) PD06.33 (4) PC15.89 (8) PD10.08 (4) PC13.63 (8) PC13.65 (8)
PD06.33 (4)
*soluc¸a˜o na˜o encontrada ao fim de 1 hora
Tabela 6.14: Resultados referentes a quatro semanas de produc¸a˜o utilizando a formulac¸a˜o (5.6)
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6.3 Discussa˜o dos Exemplos
Para um dia de produc¸a˜o e sem considerar teˆmperas, constata-se que a soluc¸a˜o o´tima
e´ a mesma e que a hora de in´ıcio da fornada tambe´m e´ a mesma para a formulac¸a˜o do
problema 1 e suas variantes. A soluc¸a˜o o´tima apenas difere na ordem de cestos a en-
trar no forno. Quando se introduzem as teˆmperas no problema, a soluc¸a˜o o´tima passa de
2 fornos dia´rios para treˆs, podendo observar-se que o primeiro forno se inicia a` mesma hora.
Quando se passa para a produc¸a˜o ao longo de uma semana, o nu´mero de fornos o´timos
sa˜o 17 e observam-se alterac¸o˜es na ordem de entrada no forno e de in´ıcio dos fornos. Com
sa˜o introduzidas as teˆmperas, a soluc¸a˜o o´tima passa de 17 para 18 fornos. Tambe´m e´
interessante visualizar na tabela 6.5 que, por exemplo, os cestos do perfil PC15.71 sa˜o
repartidos por 3 fornadas, o que ja´ na˜o acontece nas tabelas 6.6, 6.7 e 6.8 devido a` res-
tric¸a˜o de todos os cestos do mesmo perfil fazerem a mesma fornada. Quando introduzida
a teˆmpera do perfil, na tabela 6.12, os cesto do perfil PC15.71 esta˜o no mesmo forno.
Ao incrementar os dados iniciais tem-se so´ em considerac¸a˜o as formulac¸o˜es (5.1) e (5.6)
pois na˜o ha´ a restric¸a˜o de que todos os cestos do mesmo perfil estejam no mesmo forno.
Neste caso, tem-se que para 15 dias os fornos o´timos sa˜o 29 para ambas formulac¸o˜es. E
no caso de 1 meˆs, a soluc¸a˜o o´tima encontrada para ambas formulac¸o˜es foi 68 fornadas.
Tambe´m se pode constatar que as desigualdades va´lidas (5.9) permitem encontrar mais
rapidamente a soluc¸a˜o o´tima quando se aumenta a complexidade do problema.
Como pode ser visualizado na tabela 5.1, nem sempre as desigualdades (5.8) e (5.9)
melhoram o tempo de execuc¸a˜o, pois ao inserir no modelo aumenta o nu´mero de restric¸o˜es.
Estas soluc¸o˜es o´timas na˜o va˜o ao encontro ao que e´ feito na Pre´build, pois ha´ espac¸amentos
temporais substanciais entre fornos. Por norma, a Pre´build Alumı´nios quando tem 12 ces-




O esta´gio centrou-se no planeamento da produc¸a˜o da Pre´build Alumı´nios. Tendo sido
identificados va´rios constrangimentos nesse planeamento com impacto no custo global da
produc¸a˜o. O estudo centrou-se na utilizac¸a˜o do forno de envelhecimento. Durante o esta´gio
ocorreu uma mudanc¸a no processo produtivo que teve impacto na utilizac¸a˜o do referido
forno. Assim foram considerados dois problemas, cada um relativo a um dos processo pro-
dutivos. Esses problemas foram formulados em programac¸a˜o inteira mista tendo em conta
as restric¸o˜es dadas pela empresa.
Com base em dados reais foram elaborados exemplos os quais deram origem a instaˆncias
que foram resolvidas recorrendo a um software de otimizac¸a˜o - Xpress. Foi tambe´m con-
siderado um limite de tempo de execuc¸a˜o de 1 hora. A formulac¸a˜o (5.1) obte´m menos
fornadas feitas que a formulac¸a˜o (5.6), o que e´ compreens´ıvel acontecer pois a durac¸a˜o das
fornadas do forno de envelhecimento varia consoante a dureza do perfil. Pore´m, quando se
estende a linha temporal estas tendem a ser iguais, talvez isso acontec¸a devido a`s paragens
entre fornadas. Estas paragens, em alguns exemplos chega a ser superior a 240 horas (5
dias)
Como trabalho futuro, seria importante ter em conta a capacidade espacial da empresa
para ter cestos a` espera de fazer forno, desta forma na˜o haveria tanto espac¸amento temporal
entre fornadas observado na soluc¸a˜o o´tima. Por outro lado, tambe´m seria importante
estudar a alocac¸a˜o dos perfis aos cestos. Os perfis teˆm comprimentos e pesos distintos. A
inclusa˜o da alocac¸a˜o dos perfis aos cestos torna o problema bem mais complexo mas traz
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Dados referentes a um dia de produc¸a˜o:
Perfil ni ri di `
PV01.03 3 4 60 T5
PV00.02 2 5.3 60 T5
PC14.29 3 6.9 60 T5
PD12.30 1 7.5 60 T6
PC14.26 1 8.2 60 T5
PC14.24 1 9 65 T6
PC12.54 2 9.8 65 T5
PF09.51 2 11.6 65 T5
PD06.34 1 13 60 T5
PK40.59 1 13.9 70 T6
PK40.15 2 16.3 70 T6
PR90.02 1 18.2 70 T6
PD11.21 1 20.8 70 T5
PR90.56 1 21.7 70 T6





Dados referentes a uma semana de produc¸a˜o:
Perfil ni ri di `
PB04.45 2 3.76 50 T5
PC10.49 4 7.86 50 T5
PC16.08 4 12.86 70 T6
PC15.71 12 15.42 70 T6
PF04.44 3 19.59 75 T5
PA06.03 3 22.59 80 T6
PD11.40 12 27.29 80 T5
PB09.83 3 30.8 95 T6
PB05.37 2 33.46 95 T6
PA06.19 5 37.56 95 T6
PA06.13 6 43.06 95 T5
PA06.09 4 47.14 100 T5
PK40.12 4 50.14 100 T6
PB05.05 1 54.64 110 T5
PF11.45 4 57.84 110 T6
PF11.46 4 60.14 110 T6
PB05.04 10 63.54 120 T6
PD12.09 1 66.54 120 T5
PD12.22 10 69.14 120 T5
PD12.06 2 71.24 125 T5
PD06.31 2 74.03 130 T5
PC12.48 6 77.23 130 T6
PC15.74 2 80.33 130 T6
PD12.18 1 82.83 150 T5
PC15.59 12 87.33 150 T6
Continua na pa´gina seguinte...
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... continuac¸a˜o da pa´gina anterior
Perfil ni ri di `
PB04.69 2 90.43 150 T5
PC15.55 2 92.43 150 T6
PB04.82 3 95.13 150 T6
PB04.77 2 97.13 150 T6
PB04.76 4 99.43 150 T5
PD01.11 2 101.43 155 T5
PC15.89 2 103.43 170 T6
PMV07.96 4 107.33 170 T5
PB04.73 6 112.43 170 T6
PB04.67 2 116.33 170 T6
PCE02.10 2 118.33 170 T6
PB04.81 2 120.43 170 T5
PC12.07 3 123.13 200 T5
PF10.12 2 124.63 200 T5
PF10.13 2 125.73 200 T5
PC15.60 2 129.03 200 T6
PC15.75 2 132.13 200 T6
PC12.03 4 134.13 200 T5
PC12.05 2 137.03 200 T6
PD10.08 5 140.53 200 T5
PD10.32 3 142.28 200 T6
PMV09.97 2 145.88 200 T6
PD08.15 2 149.48 200 T6
PD06.33 2 151.27 200 T5
PC15.88 3 153.97 210 T5
PC13.65 2 156.12 210 T6
PV00.02 6 161.52 250 T5
PSM12.02 3 164.62 250 T6
PF07.21 4 166.62 250 T6








































perfis =getsize(Nperfis) ! perfis
Nfornos = 1.. fornos ! fornos
n: array(Nperfis) of integer ! numero de cestos do perfil i
r: array(Nperfis) of real !hora disponı´vel
d: array(Nperfis) of real !data de entrega
carga: array(Nperfis,Nfornos) of mpvar ! #cestos carga i no forno j
forno: array(Nfornos) of mpvar
delta: array(Nperfis,Nfornos) of mpvar !delta
































! Objective function: number of bins used
func:=sum(j in Nfornos) forno(j)
! Binary variables
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) delta(i,j) is_binary
forall(j in Nfornos) forno(j) is_binary
!restric¸~oes
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) carga(i,j) = n(i)
forall(j in Nfornos|j>1) t(j)>= t(j-1)+T*forno(j-1)
t(fornos)+T*forno(fornos)<=H
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) r(i) - t(j) <= H*(1-delta(i,j))
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) t(j) +T - d(i) <= H*(1-delta(i,j))
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) carga(i,j) <= n(i)*delta(i,j)
forall(j in Nfornos) sum(i in Nperfis) carga(i,j)<= C*forno(j)
forall(j in Nfornos| j<fornos) forno(j+1) <= forno(j)
!desigualdades va´lidas
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) delta(i,j) >= ceil(n(i)/C)
sum(j in Nfornos) forno(j) >= ceil((sum(i in Nperfis) n(i))/C)
! Setting parameters for Xpress-Optimizer
!setparam("xprs_verbose",true) ! Display Optimizer log
setparam("xprs_cutstrategy",3) ! Use aggressive cut strategy




!Modify Optimizer control parameter CPUTIME
writeln("runtime: ", gettime-starttime, "s")
writeln("Total de fornos produzidos: ", getobjval)
forall(j in Nfornos|j<=getobjval) do
writeln("Forno ", j, " que comeca as ", getsol(t(j)),": " )
forall(i in Nperfis)
if(getsol(delta(i,j))>0 and getsol(carga(i,j))>0) then















T = 5 ! durac¸~ao do forno























perfis =getsize(Nperfis) ! perfis
Nfornos = 1.. fornos ! fornos
n: array(Nperfis) of integer ! numero de cestos
r: array(Nperfis) of real !hora disponivel
d: array(Nperfis) of real !data de entrega
forno: array(Nfornos) of mpvar
delta: array(Nperfis,Nfornos) of mpvar !delta







! Objective function: number of bins used
func:=sum(j in Nfornos) forno(j)
! Binary variables
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) delta(i,j) is_binary
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) z(i,j) is_binary
forall(j in Nfornos) forno(j) is_binary
!restric¸~oes
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) z(i,j)=1
forall(j in Nfornos|j>1) t(j)>= t(j-1)+T*forno(j)
t(fornos)+T*forno(fornos)<=H
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) r(i) - t(j) <= H*(1-delta(i,j))
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) t(j) +T - d(i) <= H*(1-delta(i,j))
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) z(i,j) <= delta(i,j)
forall(j in Nfornos) sum(i in Nperfis) n(i)*z(i,j)<= C*forno(j)
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forall(j in Nfornos| j<fornos) forno(j+1) <= forno(j)
!desigualdades va´lidas
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) z(i,j) >= ceil(n(i)/C)
sum(j in Nfornos) forno(j) >= ceil((sum(i in Nperfis)n(i))/C)
! Setting parameters for Xpress-Optimizer
!setparam("xprs_verbose",true) ! Display Optimizer log
setparam("xprs_cutstrategy",3) ! Use aggressive cut strategy
! Solve the problem
minimize(func)
! Solution printing
writeln("runtime: ", gettime-starttime, "s")
writeln("Total de fornos produzidos: ", getobjval)
forall(j in Nfornos|j<=getobjval) do
writeln("Forno ", j, " que comeca as ", getsol(t(j)),": " )
forall(i in Nperfis)
if(getsol(delta(i,j))>0) then
















T = 5 ! durac¸~ao do forno






















perfis =getsize(Nperfis) ! perfis
Nfornos = 1.. fornos ! fornos
n: array(Nperfis) of integer ! numero de cestos do perfil i
r: array(Nperfis) of real !hora disponivel
d: array(Nperfis) of real !data de entrega
forno: array(Nfornos) of mpvar







! Objective function: number of bins used
func:=sum(j in Nfornos) forno(j)
! Binary variables
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) z(i,j) is_binary
forall(j in Nfornos) forno(j) is_binary
!restric¸~oes
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) z(i,j)=1
forall(j in Nfornos|j>1) t(j)>= t(j-1)+T*forno(j)
t(fornos)+T*forno(fornos)<=H
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) r(i) - t(j) <= H*(1-z(i,j))
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) t(j) +T - d(i) <= H*(1-z(i,j))
forall(j in Nfornos) sum(i in Nperfis) n(i)*z(i,j)<= C*forno(j)
forall(j in Nfornos| j<fornos) forno(j+1) <= forno(j)
!desigualdades va´lidas
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) z(i,j) >= ceil(n(i)/C)
sum(j in Nfornos) forno(j) >= ceil((sum(i in Nperfis)n(i))/C)
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! Setting parameters for Xpress-Optimizer
!setparam("xprs_verbose",true) ! Display Optimizer log
setparam("xprs_cutstrategy",3) ! Use aggressive cut strategy
! Solve the problem
minimize(func)
! Solution printing
writeln("runtime: ", gettime-starttime, "s")
writeln("Total de fornos produzidos: ", getobjval)
forall(j in Nfornos|j<=getobjval) do
writeln("Forno ", j, " que comeca as ", getsol(t(j)),": " )
forall(i in Nperfis)
if(getsol(z(i,j))>0) then






































perfis =getsize(Nperfis) ! perfis
Nfornos = 1.. fornos ! fornos
n: array(Nperfis) of integer ! numero de cestos do perfil i







! Objective function: number of bins used
func:=sum(j in Nfornos) forno(j)
! Binary variables
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) z(i,j) is_binary
forall(j in Nfornos) forno(j) is_binary
!restric¸~oes
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) z(i,j)=1
forall(j in Nfornos) sum(i in Nperfis) n(i)*z(i,j)<= C*forno(j)
!desigualdades va´lidas
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) z(i,j) >= ceil(n(i)/C)
sum(j in Nfornos) forno(j) >= ceil((sum(i in Nperfis)n(i))/C)
! Setting parameters for Xpress-Optimizer
!setparam("xprs_verbose",true) ! Display Optimizer log
setparam("xprs_cutstrategy",3) ! Use aggressive cut strategy
! Solve the problem
minimize(func)
! Solution printing
writeln("runtime: ", gettime-starttime, "s")
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writeln("Total de fornos produzidos: ", getobjval)
forall(j in Nfornos|j<=getobjval) do
writeln("Forno ", j, ": " )
forall(i in Nperfis)
if(getsol(z(i,j))>0) then

















C = 12 ! numero de cestos maximo



























perfis =getsize(Nperfis) ! perfis
Nfornos = 1.. fornos ! fornos
L=1..ell
temp: array(Nperfis) of string
Tl: array (L) of real !durac¸~ao das temperas
g: array(Nperfis,L) of integer
n: array(Nperfis) of integer ! numero de cestos do perfil i
r: array(Nperfis) of real !hora a disponivel
d: array(Nperfis) of real !data de entrega
carga: array(Nperfis,Nfornos) of mpvar ! #cestos da carga i no forno j
forno: array(Nfornos,L) of mpvar
delta: array(Nperfis,Nfornos) of mpvar !delta




n r d temp
end-initializations
Tl(1):=8.5 !1 tempera T6
Tl(2):=4.5 !2 tempera T5
if (grande=1) then
setrandseed(1)
























forall(i in Nperfis, l in L) g(i,l):=0
forall(i in Nperfis) do
if(temp(i)= "T5") then
g(i,2):=1




! Objective function: number of bins used
func:=sum(j in Nfornos) sum(l in L) forno(j,l)
! Binary variables
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) delta(i,j) is_binary
forall(j in Nfornos, l in L) forno(j,l) is_binary
!restric¸~oes
forall(j in Nfornos) sum(l in L) forno(j,l) <= 1
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) delta(i,j)<= sum(l in L)g(i,l)* forno(j,l)
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) carga(i,j) = n(i)
forall(j in Nfornos|j>1) t(j)>= t(j-1)+sum(l in L)Tl(l)*forno(j-1,l)
t(fornos)+sum(l in L)Tl(l)*forno(fornos,l)<=H
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) r(i) - t(j) <= H*(1-delta(i,j))
forall(i in Nperfis,j in Nfornos) t(j) +sum(l in L)Tl(l) - d(i) <= H*(1-delta(i,j))
forall(i in Nperfis,j in Nfornos, l in L) carga(i,j) <= n(i)*delta(i,j)
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forall(j in Nfornos) sum(i in Nperfis) carga(i,j)<= C*sum(l in L)forno(j,l)
forall(j in Nfornos| j<fornos) sum(l in L)forno(j+1,l) <= sum(l in L)forno(j,l)
!desigualdades va´lidas
forall(i in Nperfis) sum(j in Nfornos) delta(i,j) >= ceil(n(i)/C)
forall(l in L) sum(j in Nfornos) forno(j,l) >= ceil((sum(i in Nperfis)g(i,l)*n(i))/C)
! Setting parameters for Xpress-Optimizer
!setparam("xprs_verbose",true) ! Display Optimizer log
setparam("xprs_cutstrategy",3) ! Use aggressive cut strategy
! Solve the problem
minimize(func)
! Solution printing
writeln("runtime: ", gettime-starttime, "s")
writeln("Total de fornos produzidos: ", getobjval)
forall(j in Nfornos|j<=getobjval) do
writeln("Forno ", j, " que comeca as ", getsol(t(j)),": " )
forall(i in Nperfis)
if(getsol(delta(i,j))>0 and getsol(carga(i,j))>0) then
writeln( i +" com total de cestos("+ n(i)+") e cestos no forno ("+
getsol(carga(i,j))+") com te^mpera " + temp(i))
end-if
writeln
end-do
end-model
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